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Prologo

Uno de los conceptos matematicos mas importantes es el de ecuacién
diferencial. A partir de una ecuacién diferencial se pueden hallar fun-
ciones cuyas derivadas (o diferenciales) satisfacen ciertas condiciones
preestablecidas. Una ecuacién diferencial obtenida como resultado de
la investigacién de un fenémeno o proceso real cualquiera, se llama
maodelo diferencial del fenémeno o proceso. Es claro que los modelos
diferenciales son casos particulares del conjunto de todos los modelos
matemdticos que pueden construirse al estudiar el mundo que nos
rodea. Debemos subrayar que los modelos diferenciales tienen su
propia clasificacion. Nosotros examinaremos tnicamente los modelos
diferenciales representados por las lamadas eeuaciones diferenciales
ordinarias, las cuales se caracterizan por el hecho de que las funciones
incégnitas presentes en ellas dependen de una sola variable.

Al construir los modelos diferenciales ordinarios (v no sélo ellos)
es de gran importancia, y a veces tiene un valor primordial, el
conocimiento de las leyes propias de la rama de la ciencia con la
cual estd relacionado el problema examinado. Por ejemplo, en la
mecinica tales leyes pueden ser las leyes de Newton; en la teoria
de circuitos eléctricos, las leyes de Kirchhoff; en la teoria de las
reacciones quimicas, la ley de accion de masas; etcétera.
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Por supuesto, en la practica se suelen presentar problemas para
los que no se conocen leyes que permitan construir las ecuaciones
diferenciales que los describen. En esos casos, una alternativa es
recurrir a suposiciones (hipdtesis) sobre el comportamiento del pro-
ceso para variaciones pequefias de los pardmetros (variables) que lo
determinan. Pasando posteriormente al limite se llega a una ecuacitn
diferencial. 5i al actuar de esta manera los resultados obtenidos del
andlisis de la ecuacion diferencial concuerdan con los datos experi-
mentales, entonces se puede afirmar que las hipotesis hechas sobre
el problema inicial reflejan correctamente su estado real .

Al elaborar este libro, el autor se fijé dos objetivos. El primero
es mostrar mediante ejemplos tomados de diferentes ramas de la
ciencia (ejemplos con contenido y no meramente ilustrativos) las
posibilidades del empleo de las ecuaciones diferenciales ordinarias
en el estudio de la realidad que nos rodea. Claro estd, los ejemplos
examinados estin lejos de abarcar todo el conjunto de preguntas que
se pueden contestar utilizando ecuaciones diferenciales ordinarias.
Pero, en primer lugar, “nadie puede abarcar lo inabarcable”, y en
segundo, las situaciones analizadas aqui ya dan una idea del papel que
desempenan las ecuaciones diferenciales ordinarias en la resolucién
de problemas practicos.

El segundo objetivo es dar a conocer al lector Ias téenicas y métodos
mis simples de investigacion de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias. En realidad, nos referimos a las téenicas y métodos propios

! Un estudio pormenarizado de modelos matemiticos se puede encontrar en los cau-
tivantes libros de A. N. Tijonov ¥ D. P. Kostomérov “Relatos de matematica aplicada”,
Moscd, 1979 (en ruso) y de N.N. Moisiéev “La matemitica hace un experimento”,
Mosci, 1979 (en ruso).
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de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales, pues, salvo en
algunos casos, casi nunca es posible resolver un ecuacion diferencial
en forma cerrada, es decir, obtener su solucién en forma analitica
mediante un nimero finito de operaciones elementales con funciones,
jaun sabiendo que la ecuacion diferencial tiene solucién! Dicho de
otro modo, entre la gran variedad de ecuaciones diferenciales muchas
de ellas no poseen soluciones representables en forma cerrada por
medio de un nimero finito de operaciones analiticas. Esta situacion
es semejante a la que se observa en la teorfa de las ecuaciones con
polinomios algebraicos: las soluciones de las ecuaciones algebraicas
de primer y segundo grados se pueden obtener fécilmente en ra-
dicales; incluso las soluciones de las ecuaciones de tercer y cuarto
grados pueden ser expresadas en radicales, pero las férmulas ya son
muy complicadas; en cuanto a las ecuaciones algebraicas de grado
mayor que cuatro, sus soluciones no se pueden, en general, obtener
en radicales.

Regresando a las ecuaciones diferenciales, subrayemos el hecho de
que el empleo de series infinitas de uno u otro tipo permiten
resolver una cantidad considerablemente mayor de ecuaciones que
los métodos analiticos. Desafortunadamente, con mucha frecuencia
las propiedades esenciales y mas interesantes de las soluciones no se
pueden “sacar a la luz” cuando estdn representadas mediante series
de este tipo. Es mas, en muchos casos, cuando se logra resolver
la ecuacién diferencial en forma cerrada, la solucién resulta tan
complicada que no es susceptible de andlisis.

Lo anterior evidencia la necesidad de utilizar métodos y técnicas
que permitan obtener la informacién necesaria sobre tales o cuales
propiedades de las soluciones sin tener que resolver las ecuaciones
diferenciales correspondientes. Pues bien, dichos métodos y técnicas
existen, ellos constituyen el contenido de la teoria cualitativa de las
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ecuaciones diferenciales, en cuya base estdn los teoremas generales
de existencia y unicidad de las soluciones, y los teoremas sobre la
dependencia continua de las soluciones respecto a las condiciones
iniciales. En la seccién “;Necesitan los ingenieros los teoremas de
existencia y unicidad?” se habla del papel que desempefian los
teoremas de existencia y unicidad de las soluciones. En lo referente
a la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias ef
general, iniciada a finales del siglo XIX con los trabajos de H. Poincaré
y A.M. Liapunov, hoy sigue desarrollindose intensamente, y sus
métodos se usan ampliamente en el estudio de la realidad circundante.

El autor expresa su gratitud a los profesores Iu.S. Bogddnov y
M. V. Fedoriuk por sus consejos y observaciones utiles durante la
elaboracién del libro.

V. V. Amelkin
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CAPITULO 1

Construccion
y solucion
de modelos

diferenciales
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1. ;Cual café esta mas caliente?

Anatoli y Vladimir llegaron a una cafeteria y pidieron café y crema
de leche. Tan pronto les sirvieron el pedido, Anatoli agregé al café
un poco de crema, cubrié la taza con una servilleta de papel y sali6
a hacer una llamada telefénica. A diferencia de Anatoli, Vladimir
tapd su taza con una servilleta y al cabo de 10 minutos, cuando
regresd Anatoli, agregé al café la misma cantidad de crema que
Anatoli; y ambos comenzaron a tomar café, ;Quién tomé el café mas
caliente?

Resolvamos el problema partiendo de un conjunto de suposiciones
naturales que reflejan la esencia fisica de los procesos ocurridos:
vamos a considerar que el intercambio de calor a través de las
superficies de la mesa y de la servilleta es mucho menor que el
intercambio de calor a través de las paredes de las tazas, y que
la temperatura del vapor en la taza es igual a la temperatura del
liquido.

Deduzcamos primero la expresion que describe como varia con el
tiempo la temperatura del café en la taza de Vladimir antes de
ponerle crema.

En virtud de las suposiciones hechas, la cantidad de calor que el aire
obtiene de la taza de Vladimir estd dada por la férmula
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T-4

iQ =17 s dt, %))
donde T es la temperatura del café en el instante £, 8 es la temperatura
del aire en la cafeteria, n es la conductividad de calor del material
de la taza, [ es el grosor de la pared de la taza v s, el drea de la
superficie lateral de la taza. Por otra parte, la cantidad de calor que
entrega el café se determina por la formula

dQ = —cm dT, @)

donde ¢ y m son, respectivamente, el calor especifico y la masa del
café en la taza. Comparando las ecuaciones (1) y (2), llegamos a la
ecuacion
T-8

l

n sdt = —emdT,

o, separando las variables,
= ———dt. (3)

Si denotamos con T la temperatura inicial del café e integramos la
ecuacion (3), hallamos

T=s+(T,,—a]exp{—E%s}, (4)

La férmula (4) constituye la expresion analitica de la ley de variacion
de la temperatura del café de Viadimir antes de mezclarlo con la
crema.
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Busquemos ahora la ley de variacién de la temperatura del café de
Viadimir después de agregarle la crema. Con este fin, valgdmonos
de la ecuacién del balance térmico. En nuestro caso tenemos

em(T - 6y) = eymy(By — TY), (5)

donde 8y es la temperatura de la mezcla en el instante £, T} es la
temperatura de la crema, ¢; es el calor especifico de la crema, y my es
la masa de la crema agregada al café.

De la ecuacién (5) hallamos

£y £m
= T,
cm + ¢y i+ Cymy

iy

(6)

Teniendo en cuenta la igualdad (4), la expresion (6) adopta la forma

cypmy
By = 1 -
om + ¢y em + ey

na
9+{Tu--9}exp{ 7 l}}-(ﬂ

om

La férmula (7) representa la ley de variacién de la temperatura del
café de Vladimir después de ponerle crema.

Para deducir la ley de variacién de la temperatura del café en la taza
de Anatoli, utilicemos nuevamente la ecuacion del balance térmico:

em(Ty — 6p) = cymy (8 — 1), (8)

donde 8 es la temperatura de la mezcla. De la igualdad (8) obtenemos

cymy cm
b= T b
TN + ¢y Ty om + oymy
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Haciendo la temperatura inicial igual a 6 en la ecuacion (4), y el
producto em igual a la suma cm + ¢;my, obtenemos la ley de
variacion de la temperatura 8, del café en la taza de Anatoli:

9.\:9-&( e T|+ 5l Tn—a)?(

cm + ¢ymy cm + ¢y

X exp {—_L-z}. ©)
lem + eymy)

Para responder a la pregunta planteada en el problema sélo nos queda
recurrir a las formulas (7) y (9) y efectuar los cdlculos respectivos

J ]

s eR4l 100 —,

kg K€ kg K
v 2
n=06 —ll tomando, por ejemplo, m; =2-107" kg, m = §-
=

10% kg, T, = 20°C, 6 = 20°C, T = 80°C, s = 11107 m’
y 1 =2-10"" m. Los calculos muestran que Anatoli tomd el café mds
caliente que Vladimir.

teniendo en cuenta que ¢ = 39 10°

2. Flujo estacionario de calor

Comencemos por recordar que se habla de flujo estacionario de calor
cuando la temperatura en cualquier punto de un cuerpo no varia con
el tiempo.

En la resolucién de problemas relacionados con los flujos de ca-
lor, las denominadas superficies isotérmicas desempefian un papel
sustancial. Para aclarar qué es una superficie isotérmica considere-
mos, por ejemplo, un tubo conductor de calor (fig- 1) de 20 cm de
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didmetro fabricado de un material homogéneo y protegido por un
recubrimiento de magnesio de 10 cm de espesor. Supongamos que la
temperatura del tubo es igual a 160° C y la del recubrimiento exterior
es igual a 30° C. Intuitivamente es claro que existe una superficie
(su seccion se muestra en la figura 2 con una linea discontinua)
en cada punto de la cual la temperatura es la misma, digamos,
igual a 95° C. La curva discontinua de la figura 2 se llama curva
isotérmica, v la superficie correspondiente, superficie isotérmica. En
general, las curvas isotérmicas pueden tener formas muy variadas,
debido, en particular, al cardcter no estacionario del flujo de calor
y a la heterogeneidad del material. En el caso examinado aqui,
las curvas (superficies) isotérmicas son circunferencias concéntricas
(cilindres concéntricos).

=

3
V727772

Fig. 1 Fig. 2

Obtengamos la ley de distribucién de la temperatura en el interior
del recubrimiento y hallemos la cantidad de calor liberado durante
24 horas por un tramo de tubo de 1 m de longitud, sabiendo que el
coeficiente de conductividad calorifica es k= 1,7- 107,

Valgamonos de la ley de conduccién de calor de Fourier, segiin la cual
la cantidad de calor liberada en una unidad de tiempo por un cuerpo
que se encuentra en estado térmico invariable y cuya temperatura T
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en cada punto depende solamente de una coordenada  estii dada por
la férmula

dT
Q= —kF(x) e const, (10)

donde F(z) es el drea de la seccion perpendicular a la direccién de
propagacion del calor, y k es el coeficiente de conductividad calorifica.

De las condiciones del problema se deduce que F(z) = 27zl, donde [
es la longitud del tubo en centimetros y z es el radio de la base del
cilindro interior. A partir de la férmula (10), llegamos a las igualdades

20
dz
de nmm:’ 2l f? (an
180 10
f i
dr = = 2
./ = IJOUGI? 2xl f £ 02

Calculando las integrales (11) y (12), obtenemos

160-T In0lz lg0lx

130 In2 g2’

de donde
T =5918 - 43181g z.
Esta tltima férmula es la ley de distribucion de la temperatura en

el interior del recubrimiento, Como vemos, la longitud del tubo no
tiene ninguna importancia.

www.FreelLibros.me



Para responder a la segunda pregunta recurramos a la ecuacién (11).
Para I = 100 cm resulta

~130-0,00017 - 27 - 100 200« - 130 - 0,00017
- In2 B 0,69315

Q

»

por lo cual la cantidad de calor liberada durante 24 horas es igual a
24-60-60-Q="726852].

3. Muerte en la reserva

Durante una ronda de inspeccion por una reserva, dos guardabosques
descubrieron el caddver de un jabali. Un examen preliminar permitio
concluir que el animal fallecio instantineamente a causa de un balazo
de un cazador furtivo. Sospechando que el cazador debia regresar
a recoger su presa, los guardas decidieron esperarlo escondidos no
lejos del lugar del crimen. Al poco tiempo aparecieron dos sujetos y se
dirigieron sin rodeos hacia el jabali. Al ser detenidos, los desconocidos
negaron rotundamente su participacion en el delito. Aunque los
guardabosques tenian pruebas indirectas de su culpabilidad, para
obtener una prueba fehaciente era necesario determinar el instante
exacto en que el jabali fue muerto.

Por fortuna, ese instante se logrdé calcular utilizando la ley de
radiacién de calor. Mostremos los posibles modos de razonamiento
aplicables en este caso.

Conforme a ley de radiacion de calor, la velocidad de enfriamiento
de un cuerpo en el medio ambiente es proporcional a la diferencia

www.FreelLibros.me



entre la temperatura del cuerpo y la temperatura del medic:

dz

i = =k{z — a), (13)

donde @ es la temperatura del cuerpo en el instante £, a es la
temperatura del medio ambiente y k es un factor positivo de
proporcionalidad.

La solucion del problema se puede obtener a partir del analisis de
la integral de la ecuacion diferencial (13). Al integrar no se debe
olvidar que, después de muerto el jabali, la temperatura del aire bien
pudo permanecer invariable, bien pudo cambiar con el transcurso del
tiempo. En el primer caso, la ecuacién (13) es una ecuacion diferencial
de variables separables que se puede integrar facilmente:

II—a

=-ki, z#a, (14)
Tg—a

In
donde zg es la temperatura del cuerpo en el instante £ = 0. Si en el
instante en que fueron detenidos Ios sospechosos la temperatura
del cuerpo del jabali era igual a 31°C y pasada una hora era
igual a 29° C, entonces, considerando que en el instante del disparo
z=237"Cya=21"C, y tomando el instante del arresto como t =0
es posible determinar el momento del disparc. De hecho, utilizando
los datos disponibles, de la igualdad (14) resulta

31-21

=
29-21

=In 1,25 = 0,22314. (15)

Sustituyendo ahora en la férmula (14) el valor de k de la igualdad (15)
y el valor & = 37, hallamos
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1 y-2a_ 1

{=

- - 6= —2,10630.
o Moo - oas MMe

Asi, entre el instante del disparo y el instante en que fueron detenidos
los sospechosos transcurrieron 2 horas y 6 minutos.

En el casu cuando la temperatura del aire varia con el tiempo,
la ley (13) de enfriamiento del cuerpo se convierte en la ecuacidn
diferencial lineal no homogénea

i—:: + kz = ka(t), (16)

donde a(t) es la temperatura del aire en el instante &.

Para ilustrar uno de los métodos de determinacién del instante en
que fue muerto el jabali, hagamos algunas conjeturas: en el instante
de la detencidn de los sospechosos la temperatura del cuerpo del
jabali era igual a 30° C; el dia del acontecimiento la temperatura
del aire descendié cada hora después del mediodia en 1°C y era
igual a 0°C en el instante del hallazgo del cadaver; finalmente,
supongamos que al cabo de una hora de ser detectado el animal,
su temperatura bajo hasta 25° C. Tomando £ = 0 como el instante
del disparo, asumiendo que entonces la temperatura corporal del
jabali era oy = 37° C y denotando con t* el instante en que los
guardabosques descubrieron el cadaver, obtenemos a(t) = t* - ¢.

Integrando ahora la ecuacion (16), hallamos

. 1 —kt ® ]
= g D P o
T (37 t k)e - +k
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Teniendo en cuenta que £ = 30 para t =", y que z = 25 para
t =1t" +1, de la dltima expresién obtenemos las igualdades

=30,

(37 -t - %) Rl
o 1Y wesn
7t~ e -

y a partir de éstas, la siguiente ecuacion respecto a k:

T | bt | e

=26,

X4 1
(3{1—;)5 2%+ =0. (17)

A la ecuacion (17) se puede llegar partiendo de otras premisas. En
efecto, sea t = 0 el instante de la deteccion del caddver. Entonces
a(t) = =t v llegamos a la ecuacién diferencial

d
5 +kr=—kt (18)

(con la condicién inicial 2y = 30 para ¢ = 0), de la cual hay que
despejar z.

Resolviendo la ecuacion (18), obtenemos

T = (39— %) e L T % (19)

Haciendo t =1 y = = 25 en la ecuacién (19), llegamos a la
ecuacion (17).
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Aungue, como se sabe, la ecuacion (17) no se puede resolver alge-
braicamente respecto a k, podemos resolverla facilmente utilizandn
métados numéricos de aproximacién de raices de ecuaciones trasce:

dentes, digamos, el método de aproximaciones sucesivas de Newton.
El método de Newton, al igual que otros métodos de aproximaciones
sucesivas, parte de una estimacion inicial de la raiz exacta para ob-
tener aproximaciones mas precisas. El procedimiento continia hasta
lograr el grado de precision requerido.

Para mostrar como se emplea el método de Newton, transformemos
la ecuacion (17) en

30k — 1+ (1 - 26k)e* =0, (20)
y la ecuacién (19), después de tomar z = 37, toma la forma
37k — 1+ kt)e — 30k +1=0. (21)
Las ecuaciones (20) y (21) pertenecen al tipo de ecuaciones
(az + b)e’ + ez +d=0. (22)

Si denotamos con @(z) el primer miembro de la ecuacion (22)
y derivamos dos veces consecutivas respecto a ¥, resulta

¢'(@) = (Maz + Ab+ a)e™ +¢,
¢"(2) = (Aaz + A*b + 2xa)e™,

Entonces el método de aproximacion de Newton de cilculo de una
raiz de la ecuacion (22) consiste en que, si la #-ésima aproximacién z;
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cumple la desigualdad

elzie" (@) > 0,
entonces la aproximacion siguiente x;,, se calcula con la formula

_ pl=)
50"{2.‘) ]

Tis) = Ty

Apliquemos el método de Newton a la ecuacion (20) y calculemos
una raiz con una precisién, por ejemplo, de 10°%. Derivando el primer
miembro (k) respecto a k, resulta

@'(k) = 30 — (25 - 26k)e".

Verificando directamente se comprueba que @(0) = 0, f1) < 0,
¢'(0) > 0. Esto indica que la funcidn ¢ crece en un entorno pequefio
del origen de coordenadas y luego decrece hasta tomar un valor
negativo para k = 1. De aqui se deduce que en el intervalo (0,1)
existe una raiz de la ecuacion (k) =0,

Tomando como aproximacién inicial ky = 0,5 vy teniendo presente
que a = =26, b=1,¢=30,d= -1y A=1, calculamos las
aproximaciones sucesivas de la raiz k de la ecuacion (20) en el
intervalo (0,1), hasta alcanzar la precision requerida. En la tabla
siguiente se muestran Jos resultados de los cdlculos”,

U N, del T. En el original se elabora una rutina para el edlculo de la raiz utilizando la
calculadora cientifica de bolsillo “ELEKTRONIKA BZ-34",
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n kn p(kn) ' (ky) " (kn)
0 0,500000 —=5,784655 =32,651408 -105,5
1 0322835 | —1,525956 —16,118043 - 82,0
2 (0,228162 —(0,351424 — §,859807 - 715
3 (1,188497 —(0,055194 - 6,103385 - 67,5
4 0,179453 —0,002747 — 5497019 — 66,6
5 0,178953 | —0,000008 — 5463736 — 66,5
6 0,178952 0

El dltimo paso del proceso de resolucién del problema consiste en

sustituir el valor calculado de k (k; = 0,178952) en la ecuacion (21}

y resolverla respecto a { (el instante en que fue muerto el jabali). Con
el fin de aplicar el método de Newton a la ecuacién (21) denotemos

su primer miembro con g(t). Haciendo to = =1, a =k, b =37k -1,

e=0,d=-30k +1, y A=k, obtenemos la tabla

n tn glts) g'(ty) g"(ts)
0 —1,000000 0,1819720 0,963962 0,19
1 -1,188775 0,0035050 0,927054 0,19
2 -1,192557 0,0000010 0,926329 0,19
3 =1,192558 0,0000002 0,926329 0,19
4 ~1,192558 —0,0000003

De los resultados se deduce que el jabali fue muerto aproximadamente
1 hora y 12 minutos antes de que los guardabosques lo encontraran.
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4. Fuga de un liquido
por un orificio. Reloj de agua

Los dos problemas que se examinan a continuacién ilustran la relacién
de sus contenidos fisicos con la geometria.

Detengamonos previamente en el andlisis de
algunos aspectos teéricos generales. Consi-
deremos un recipiente (fig. 3) donde el drea
de cualquier seccidn transversal es una fun-
cién de la distancia entre la seccion y el
fondo del recipiente. Sea h la altura en me-
tros del nivel del liquido en el recipiente
en el instante inicial £ = 0. Denotemos me-
diante S(z) el area de la seccién transversal en el punto = vy con s
el drea de un orificio practicado en el fondo del recipiente.

e

Como se sabe, la velocidad v de salida del liquido en el instante cuando
la altura de su nivel es igual a x se determina mediante la igualdad

m : h
v = ky/2gx, donde g =98 ot k ¢s el coeficiente de la velocidad de

salida del liguido par el orificio.

En un intervalo infinitamente pequefio de tiempo df, la salida del
liquido se puede considerar uniforme, de modo que durante el tiempo
dt sale una pequena columna de liquide de altura vdt y drea de
seccion igual a s, provocando un descenso —dz del nivel del liquido
en el recipiente,

Como resultado de estos razonamientos obtenemos la ecuacion dife-
rencial
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ksy/2gz dt = —S(z) da, (22)

que puede escribirse como

Sixz)

_—ks w/@ dr.

dt = (23)

Resolvamos ahora el problema siguiente. Un depésito cilindrico de
6 m de altura y 4 m de didmetro descansa sobre su base. Supongamos
que inicialmente el deposito esta lleno de agua y se practica en su
base un orificio arcular de Tha radio. Se pide hallar cémo varia

el nivel del agua en el depdsite con el tiempo £, asi como el tiempo
que transcurre hasta que el deposito se vacia,

T
Por las condiciones del problema, S(z) =47 vy 8 = 7S Dado que

para el agua & = 0,6, la ecuacion (23) se convierte en

217,152
— 5 dx

dt =
VZ

Integrando, obtenemos la férmula
t=434304(Ve-vZ) (0<z<6),

la cual expresa la relacion entre el nivel de agua y el iempo ¢ Sien la
tiltima igualdad hacemos = = 0, obtenemos que el tiempo necesario
para que el depdsito se vacie por completo es aproximadamente
18 minutos.
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) Pasemos al segundo problema, Es sa-

bido que la clepsidra (reloj de agua

antiguo) es un sistema para medir el

tiempo mediante el agua que sale por

H un pequeno orificio en el fondo de

2 un recipiente (fig. 4). Las clepsidras se

5 empleaban en los tribunales griegos v

romanos para cronometrar los discur-

Fig. 4 sos de los abogados y asi evitar inter-

venciones muy extensas. Determinar la

forma que debe tener una clepsidra para que el nivel del agua en el
recipiente descienda con velocidad constante.

Para resolver el problema utilizaremos la ecuacién (23). Escribdmosla
de la manera siguiente:

S(z) d=z

Ja?:-m — (24)

Suponiendo que el recipiente es una superficie de revolucién, y ate-
niéndonos a las notaciones introducidas en la figura 4, a partir de la
ecuacion (24) obtenemos

2
- ..y (25)

T

dzx
donde a = v, = s la proyeccion de la velocidad de la superficie

libre del liquido sobre el eje . Segin las condiciones del problema
dicha proyeccion es constante, Elevando al cuadrado ambos miembros
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en (25), llegamos a la ecuacién

Z=rery; (26)
2ﬁ.2

ngl 82 '
la superficie generada por la rotacién de la curva (26) alrededor del
eje .

donde ¢ = Esto indica que el reloj de agua tiene la forma de

5. Eficacia de la publicidad

Una empresa comercial vende cierta mercancia B, sobre cuya existen-
cia en el instante f estan enterados solamente  de los N compradores
potenciales. Con el fin impulsar las ventas de este producto la firma
emprende una campafia publicitaria por radio y televisién. Posterior-
mente, muchos compradores potenciales se enteran de la existencia
del producto por medio de otras personas. Con un grado alto de
fiabilidad se puede afirmar que, como resultado de la campafia publi-
citaria, la velocidad de variacion del niimero de personas que conocen
el producto B es proporcional tanto al niimero de compradores que
ya estan enterados como al nimero de compradores que ain no lo
estan.

Si convenimos en medir el tiempo a partir del instante cuando,

una vez iniciada la campafia publicitaria, la cantidad de personas
N

que sabian de la existencia del producto era igual a —, entonces

obtenemos la ecuacidn diferencial

L 27
= = ka(N - 2) @
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N
con la condicién inicial = — para ¢ = 0. En la ecuacion (27), k esun

coeficiente positivo de proporcionalidad. Integrando la ecuacién (27)
hallamos

1 T
—In—=kt c
NlnN—a: kt+C

Tomando NC = €, resulta la igualdad

T

o Ae™™, donde A =e“.

Resolviendo esta tiltima ecuacion respecto a &, obtenemos

I N
T AeN® L1 T 1 4 Pe iR’

(28)

1
donde P = I

En la literatura de economia, la ecuacién (28) se conoce con ¢l nombre
de ecuacidn de la curva logistica.

T Partiendo de las condiciones ini-
ciales, la ecuaci6n (28) se trans-
forma en

//' . N
__,// Tl (y = De MR

0 ¢
Fig.5

N

En la figura 5 se muestra la curva
logistica para v = 2. Con la ecua-
cidn (27) también se puede representar el problema de difusion de
novedades tecnolégicas.
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6. Oferta y demanda

La oferta y la demanda son categorias economicas de la produccion
de bienes y servicios, categorias que surgen y se desarrollan en el
mercado, en la esfera del intercambio comercial. La demanda es la
expresion en el mercado de la necesidad de mercancias v la oferta es
el producto disponible o susceptible de ser conseguido en el mercado.
Una de las leyes economicas de la produccién de bienes y servicios
es la ley de la oferta y ln demanda, cuya esencia es la unidad de la
oferta y la demanda y su tendencia objetiva a equilibrarse.

Veamos el problema siguiente. Supongamos que todos los domingos
de una temporada suficientemente larga, un campesino va al mercado
del pueblo a vender las manzanas recolectadas durante la semana.
Si el inventario de manzanas es grande, la oferta semanal dependerd
tanto del precio de venta esperado para la presente semana como de
la variacién pronosticada para las semanas siguiente- digamos,
se espera que esta semana el precio sea bajo y que en lus siguientes
aumente, entonces la oferta se mantendra o disminuird bajo la
condicién de que la subida esperada compense las pérdidas por no
venta. Ademas, la oferta de la mercancia esta semana serd tanto
menor, cuanto mayor sea el aumento esperado del precio de venta
en las semanas siguientes. Y viceversa, si esta semana se espera que
el precio sea alto v que caerd luego, entonces la oferta aumentara
tanto mas cuanto mayor sea la disminucion de precios esperada.

Si denotamos con p el precio de la fruta esta semana, y con p la
tendencia (la derivada del precio respecto al tiempo), entonces tanto
la demanda como la oferta seran funciones de estas variables. Como
muestra Ja practica, las formas concretas de estas funciones dependen
de muchos factores; en particular, la dependencia de la oferta y de la

www.FreelLibros.me



demanda respecto a p y p' puede ser lineal, es decir, puede tener la
forma

y=ap +bp+e

donde a, b y ¢ son ciertas constantes reales. Suponiendo, por ejemplo,
que el precio inicial de la fruta eraigual a 1 rublo por 1 kg, dentrode ¢
semanas serd p(t) rublos por 1 kg, y las férmulas para determinar el
comportamiento de la demanda g y de la oferta s son

g=4p' —2p+139,
s=4p +2p—1,

respectivamente, entonces para garantizar el equilibrio entre la de-
manda y la oferta, debe cumplirse la igualdad

4p' -2p+39=d4p' +2p-1.
De aqui llegamos a la ecuacién diferencial

dp 1
p-10 10
Integrando hallamos p = Ce™"/""
para t = 0) resulta

+10. De la condicion inicial (p = 1

p=-9¢""" 410 (29)

Resumiendo, si se quiere mantener todo el tiempo una situacién de
equilibrio entre la demanda y la oferta, es necesario que el precio
varie de acuerdo con la formula (29).
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7. Reacciones quimicas

Las ecuaciones quimicas muestran como se forma una sustancia
(producto) a partir de otras sustancias (reactantes). Por ejemplo, la
ecuacion

2H, + 0, — 2H,0

muestra que el resultado de la reaccion entre dos moléculas de
hidrogeno y una de oxigeno es la obtencion de dos moléculas
de agua.

La forma general de una ecuacién quimica es
aAd+bB+cC+... —mM+aN+pP+...,

donde 4, B,C,... son los reactantes; M, N, P,... son las sustan-
cias que se obtienen como resultado de la reaccién quimica; y las
constantes a,b,¢,...,m,n,p,... son enteros positivos que indican
las concentraciones (nimero de moléculas) de las sustancias que
intervienen en la reaccion.

La magnitud que caracteriza el curso de una reaccién con el Hempo
se llama velocidad de reaccion. Las concentraciones de los reactantes
se miden en moles por unidad de volumen.

Una de las leyes fundamentales de la teoria de las velocidades
de las reacciones quimicas es la ley de accion de masas, segin la
cual la velecidad de una reaccidn quimica, para un sistema homo-
géneo a temperatura constante, es proporcional al producto de las
concentraciones de las sustancias reaccionantes.
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Veamos cémo utilizar la ley de accién de masas en la resolucion de
un problema concreto de una reaccion quimica. El resultado de la
reaccion de 10 litros de la sustancia A con 20 litros de la sustancia B

es una nueva sustancia C. Supongamos que 4, B y C son liquidos,
que la temperatura durante la reaccion permanece constante, y que la
reaccion de dos volimenes de la sustancia A con un volumen de la
sustancia B produce tres voliimenes de la sustancia €. Determinar
la cantidad de sustancia C en un instante arbitrario t sabiendo que
durante 20 minutos se forman 6 litros.

Representemos con @ el volumen (en litros) de la sustancia C obtenida
hasta el instante ¢ {en horas). De las condiciones del problema se

2
deduce que, al llegar al instante #, han reaccionado ? litros de la

&
sustancia A y 3 litros de la sustancia B o, lo que es equivalente,

2 p
atin quedan 10 - ; litros de 4 y 20 - ‘-;— litros de B. Conforme
con la ley de accién de masas

dr—fc(w—z—z (20 ’)
& 3 3)

o bien

de
5 = KI5 — 2)(60 - 2)

2K
donde k es una constante de proporcionalidad (k = T) Recor-
demos que en el instante inicial ¢ = 0 la cantidad de sustancia C es

1
=0, y en el instante t = 3 se tiene z = 6.
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Partiendo de esta informacién, podemos plantear el lamado problema

de contormo

& k(15 — z)(60 — ),

dt
1
z(0) =0, :(5) =6

Ante todo, integremos la ecuacidn diferencial y utilicemos la condicién
@(0) = 0 para obtener el valor de la constante de integracién:

60—z — 4kt
15-z

Ahora, para hallar el valor de la constante de proporcionalidad &,

1
sustituimos los valores ¢ = 6 y t = 3 en esta dltima expresion. El

- o .
resultado es e!™* = 5 Por consiguiente,

33 ¥
:)

G)

J_ -

5— 32 . (¥)
1‘3(3)

La ultima igualdad representa la cantidad « de sustancia € formada
hasta el instante ¢ por la reaccién de 4 y B.
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Hagamos una observacion final. Partiendo de consideraciones préac-
ticas se comprende que el volumen de sustancia C' formado durante
la reaccién quimica de 10 litros de sustancia A y de 20 litros de
sustancia B es finito. Al mismo tiempo, un andlisis formal de la
ecuacién (+) indica que existe un valor finito de ¢, concretamente

3
cuando -) = 4, para el cual la variable x se hace infinitamente

grande. No obstante, este hecho no contradice las consideraciones

2\ ¥
précticas, pues la igualdad (5) = 4 es posible dnicamente si el

tiempo { toma valores negativos, v las reacciones quimicas tienen
sentido s6lo para ¢ = 0.

8. Modelos diferenciales
en ecologia

La ecologia estudia las relaciones entre los organismos vivos y su
medio ambiente, Su objeto principal de estudio es la evolucion de las
poblaciones.

En esta seccion analizaremos algunos modelos diferenciales de creci-
miento y extincion de las poblaciones v otros modelos relacionados
con la convivencia de organismos vivos en situaciones “depredador—
p wa)

4 Murray J. D. Some simple mathematical medels in ecology // Math. Spectrum
1983-1984. V. 16. Ne 2, P 48-54,
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Sea z(t) el numero de individuos de cierta poblacitn en el instante ¢.
Denotando con 4 y B, respectivamente, los nimeros de individuos
que nacen y mueren por unidad de tiempo, tendremos una base
bastante sélida para afirmar que la velocidad de variacion de =
respecto al tempo es

dx
S =A-B. (30)

El problema ahora consiste en establecer la dependencia de 4 y B
respecto a ¢. El caso mds simple se presenta cuando

A=az, B=bz, (31)

donde a y b son la tasa de natalidad y la tasa de mortalidad por
unidad de tiempo, respectivamente. Sustituyendo las expresiones de
A y B de (31) en la ecuacidn diferencial (30), se obtiene

dx

— = (a - bjz. 32

& { ) 132)
Sea & = x; el nimero de individuos en el instante t = {,. Entonces
de la ecuacién (32) sigue que

xZ(t) = pye KN,

De esta igualdad se deduce que si a > b, entonces el nimero de
individuos & — o0 cuando ¢ — oo, Por otra parte, si & < b, entonces
x — 0 cuando t — o0, es decir, la poblacion comienza extinguirse.

A pesar de que el modelo que acabamos de exponer es simplificado,
en una serie de casos corresponde a la realidad. Sin embargo,
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pricticamente todos los modelos de fendmenos y procesos reales son
no lineales, por lo que, en lugar de la ecuacién (32), se hace necesario
considerar ecuaciones de la forma

dz
o flz),

donde f{z) es una funcién no lineal. Suponiendo, por ejemplo, que
f(z) = az — bz?, tenemos la ecuacién

dzx 9
— = f(z) = az - bz’,

dt
donde
a>0, b>0
Dado que en el instante { = { el tamafio de la poblacién es z = 2,

se obtiene

a
30'5
z(t) = (33)

= .
z,+ (E - m“)e_““_r"’

En la igualdad (33) se ve que cuando ¢ — oo, el tamafio de la

poblacién z(t) — % Ahora bien, se pueden dar los casos g i

y g < z;, cuyas diferencias se ilustran en la figura 6. Destaquemos
que la igualdad (33) describe, en particular, el comportamiento de las

poblaciones de algunos tipos de parasitos de las frutas y de ciertas
clases de bacterias.

Examinemos un caso de coexistencia de especies. Especificamente,
consideremos dos tipos de peces, grandes (depredadores) y pequefios
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{presas), dende los altimos sirven de
alimento a los primeros, Si construi-
mos la ecuacién diferencial para cada
clase, se obtiene el sistema de ecua-
ciones

Estudiemos con mayor detenimiento el llamado modelo “depreda-
dor—presa” para dos especies de peces. Este modelo fue estudiado
por primera vez por Volterra para explicar las oscilaciones en la
aparicion de diferentes tipos de peces en el Mar Adridtico, las cuales
mostraban un mismo periodo, pero diferentes fases.

Denotemos con @ el mimero de depredadores y con y la cantidad de
presas. El numero de depredadores crecerd mientras haya suficiente
cantidad de alimento, o sea, de peces pequeos, pero al fin y al
cabo llegard un momento cuando comience a escasear al alimento,
y el nimero de peces grandes comenzard a disminuir. En este caso,
el nimero de peces pequefios de nuevo crecerd, creandose asi las
condiciones para que el niimero de peces grandes vuelva a aumentar,
y el ciclo se repetird de nuevo. He aqui el modelo construido por
Volterra:

= —az + bry, (34)

= ey — dzy, (35)

=& E|F

donde a, b, ¢, d son constantes positivas,
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En la ecuacién (34) (para los peces grandes), el sumando bxy
expresa la dependencia del aumento de la poblacion de peces
grandes respecto al tamano de la poblacion de peces pequefios.
El sumando —dzy de la ecuacién (35) expresa la reduccion del
numere de peces pequefios en funcién del niimero de peces grandes,

Simplifiquemos el aspecto de las ecuaciones (34) y (35) introduciendo
las siguientes variables adimensionales:

d b
u(t) = E:r, vir)=—y, T=id, a=-
i c

Con estas notaciones las ecuaciones diferenciales (34) y (35) se
convierten en

v =ouw-1), o =vl-u), (36)

donde a > 0, v la tilde indica la derivada respecto a 7.

Supongamos que en un instante determinado T = 7, se conoce el
niimero de ejemplares de ambas especies, es decir,

ulny) =, v =4, (37)

En el futuro nos interesardn solamente las soluciones positivas, Para
revelar la relacidn entre u y v dividamos la primera ecuacion del
sistema (36) por la segunda e integremos la ecuacion diferencial
obtenida. El resultado es

av +u—Inv’u=ay,+u, - Invju, = H,
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donde H es una constante determinada por las condiciones inicia-
les (37) y el pardmetro a.

En la figura 7 se muestran los grificos de » como funcion de v
para diferentes valores de H. Obsérvese que las curvas en el plano
(u,v) son cerradas. Supongamos ahora  ui
que a los valores iniciales u, v v, les
corresponde el punto A en la trayecto-
ria para el valor H = H,. Puesto que
uy > 1y u; <1, la primera ecuacién del
sistema (36) muestra que inicialmente la
variable u decrece. Un hecho andlogo
tiene lugar para la variable v. Luego, © 1 v
cuando la variable u se hace igual a la Fig. 7

unidad, v' = 0, y después en el trans-

curso de un Hempo prolongade 7 la variable v crece. Y viceversa,
cuando v = 1, ' = 0 y la variable u comienza a crecer. De esta
manera, tanto la variable u como la variable v describen trayectorias
cerradas, lo que significa que las soluciones son funciones periodi-
cas respecto al tiempo. Ademas, los puntos de mdximo de u y v
no coinciden, es decir, las oscilaciones de las poblaciones de peces

Fig. 8
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grandes y peces pequenos tienen fases diferentes. La figura 8 muestra
un grafico tipico de la dependencia de u v v respecto al tiempo 7
(en el caso v, > 1, u, < 1).

A modo de conclusion, subrayemos que el estudio de comunidades
con interrelaciones mas complejas conduce a resultados practicos
mds interesantes. Asi, por ejemplo, si dos poblaciones compiten
por una misma fuente de alimentacién (una tercera poblacién), se
puede mostrar que una de las especies tiende a extinguirse. Bajo estas
condiciones es claro que si la poblacion que se extingue es la fuente de
alimentacion, entonces las otras dos especies correran la misma suerte.

9. Un problema de la teoria
matemadtica de epidemias

Analicemos un modelo diferencial de la teoria de epidemias. Su-
pongamos que en cierta poblacion de tamafio N se distinguen tres
grupos: el primer grupo estd formado por los individuos sanos, pero
susceptibles de adquirir cierta enfermedad contagiosa. Sea S(t) el
numero de tales individuos en el instante ¢. El segundo grupo lo con-
forman los individuos infectados, o sea, aquéllos individuos que estin
enfermos v son fuente de propagacion de la enfermedad. Denotemos
con I(t) el nimero de tales individuos en el instante {. Finalmente,
el tercer grupo lo constituyen los individuos sanos que tienen inmu-
nidad contra la enfermedad dada. Utilicemos el simbolo R(t) para
representar su niimero en el instante £. De tal manera,

S(t) -+ I(t) + R(t) = N. (38)
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Hagamos varias suposiciones que, si bien simplifican la situacién
real, en muchos casos reflejan la esencia de los acontecimientos.
Asumamos, por ejemplo, que cuando el nimero de individuos
infectados excede cierto mimero fijo I*, la velocidad de variacion del
nimero de individuos susceptibles a la enfermedad en el instante ¢
es proporcional a su niimero en el instante t. Vamos a considerar que
la velocidad de variacién del mimero de individuos infectados, pero
convalecientes, es proporcional al nimero de individuos infectados.
En relacién con la primera suposicién, consideremos que cuando el
numero de individuos infectados es I{t) > I", éstos son capaces de
contagiar a los individuos propensos a la enfermedad. Lo dltimo
significa que aceptamos el hecho de un posible aislamiento (hasta
cierto momento) de los individuos contagiados {(mediante cuarentena
o manteniéndolos lejos de los individuos propensos al contagio). Con
estas restricciones llegamos a la ecuacion diferencial
s _ { -as i f(t)>1:, 39
dt 0 si IH<sI'.

Ahora, puesto que cada individuo susceptible de contagio, el cual al
fin y al cabo contrae la infeccion, se convierte en agente transmisor
de la enfermedad, entonces la velocidad de variacion del nimero de
individuos infectados es la diferencia en la unidad de tiempo entre
los individuos que han caido enfermos por primera vez y los que
estan en recuperacion:

ﬂz{as—vﬁf si It)y>r, (40)
dt -8I s It <rI.

Las constantes de proporcionalidad a v @ se denominan coeficiente
de morbilidad v coeficiente de convalecencia, respectivamente.
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Finalmente, la velocidad de variacion del mimero de individuos
convalecientes se da mediante la ecuacion

Para que las soluciones de las ecuaciones correspondientes sean
tinicas, hace falta prefijar las condiciones iniciales. Por comodidad,
supongamos que en el instante £ = 0 en la poblacién no hay indivi-
duos inmunes a la enfermedad, es decir, R(0) = 0, y que inicialmente
el numero de individuos infectados es igual a I(0). Supongamos
ademds que los coeficientes de morbilidad y de convalecencia son
iguales, o sea, a = 3 (le proponemaos al lector analizar el caso cuando
estos coeficientes no son iguales). Debemos examinar dos casos.

Caso 1. El nimero I(0) < I". En este caso, con el aumento del
tiempo la infeccion no se propaga, va que — = 0 y, por consiguiente,

dt
conforme a la ecuacién (38) y a la condicion inicial R{0) = 0, para

todo ¢ es valida la igualdad
S(t) = 5(0) = N - I(0).

Una situacién similar se presenta cuando una cantidad suficientemen-
te grande de individuos infectados se somete a cuarentena. Entonces
de la ecuacién (40) toma la forma

E = —al.

dt
De aqui
I(t) = I(0ye ™™,
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Por tanto,

Rty =N - S(i) = Ity = I(0) - {] - e—ul‘)l

En la figura 9 se muestra como cambia el nimero de individuos en
cada uno de los tres grupos respecto al tiempo ¢.

o e R e W s e e
Sit)
i
——————————————————— Hit)
Iit) -
Lo} t

Fig.9

Caso 2. El nimero I(0) > I". En estas condiciones, debe existir
un intervalo de tiempo 0 < ¢ < T' donde es valida la desigualdad
Iit) > I', ya que, de acuerdo con el sentido del problema, la
funcién I debe ser una funcién continua de ¢. De aqui se infiere
que para todo t del intervalo [0, T) la enfermedad serd adquirida
por todos los individuos susceptibles de contagio. Entonces de la
ecuacion (39) se deduce que

S(t) = S(0)e

para 0t < T,
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Sustituyendo el valor de S(t) de la Gltima igualdad en la ecuacion (40),
llegamos a la ecuacion diferencial

di i
— = o, 4
i +al = aS(0)e (41)
Multiplicando ambos miembros de la ecuacién (41) por e™ resulta
2 (Ie™) = aS(0)
dt ' ’

de donde
Ie™ = aS(O)t +C

y. consiguientemente, el conjunto de todas las soluciones de la
ecuacion (41) queda determinado por la férmula

Ity = Ce ™ + asSOpe™. (42)

Haciendo f = 0 en (42) obtenemos € = I(0), v la ecuacion (42) toma
la forma

1(t) = (I0) + aSO))e ™ (3)

para0 i <T.

Dediquémonos ahora a la busqueda de un valor concreto de T' v del
instante ¢ cuando el nimero de individuos infectados alcanza su
valor maximo.

La respuesta a la primera pregunta es importante, porque en el
instante T cesa el contagio de los individuos propensos a enfermarse.

www.FreelLibros.me



De lo anterior se deduce que para t = T, el segundo miembro de la
ecuaciton (43) toma el valor I', es decir,

I' = (I(0) + aSO)T)e ™. (44)

Pero

S(I) = lim S(t) = 5(c0)

es el nimero de individuos susceptibles de contagio que no adquieren
la enfermedad, y para los cuales se cumple

S(T) = S(ec) = S(0)e™ 7.

De aqui resulta
1 | S(0)

(45)

En esta igualdad se ve que si indicamos un valor explicito de S{c0),
entonces con la ecuacion (45) podremos predecir el instante en que
se detiene la epidemia. Sustituyendo T' de la expresion (45) en la
ecuacion (44), obtenemos la igualdad

e S(0) \ Steo)
I = (I{UJ + S(ﬂ}h‘l——s(m}) _S(U] ;

o bien
ro_I0 . S0

S()  S0) S{)

www.FreelLibros.me



que puede escribirse en la forma

r - 10
Sieg I S(e0) = 55 +In SO (46)

Por cuanto I" y todos los términos en el segundo miembro de la
ecuacion (46) son conocidos, a partir de ella podemos determinar sin
dificultad S(oc).

Para responder a la segunda pregunta, partiendo de la ecuacion (43)
llegamos a la igualdad

';—I = (aS(0) — al(0) - a’S(O)t)e ™ = 0.

De aqui hallamos el tiempo ¢ al cabo del cual I' alcanza su valor

maximo:
1 10y
woig (=5 )

Si sustituimos el valor ¢ de esta igualdad en la ecuacién (43),
obtenemos

= 1 BONL
I, = S0 exp { (1 Sm))} = S(t,,,)

Esta expresion muestra, en particular, que en el instante t_ el
nmiimero de individuos susceptibles de enfermarse coincide con el
nimero de individuos infectados.

Para t > T, los individuos susceptibles de contagio no adquieren la
infeccion, por lo que

i) = I'e 21,
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Fig. 10

En la figura 10 se ilustran las variaciones de los tres grupos respecto al
tempo.

10. Curva del perro
(curva de persecucién)

El siguiente ejernplo muestra cémo utilizar las ecuaciones diferenciales
para elegir una estrategia correcta en un problema de biisqueda.

Supongamos que un torpedero persigue un submarino en la bruma.
En cierto instante la bruma se disipa y el submarino queda al
descubierto sobre la superficie del agua, a una distancia de 3 millas
del torpedero. Conociendo que la velocidad del torpedero es dos
veces superior a la del submarino y que este ultimo se sumergi6
inmediatamente después de ser descubierto y partié a toda velocidad
siguiendo un curso rectilineo en direccién desconocida, determinar
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la trayectoria (curva de persecucidn) que debe seguir el torpedero
para pasar exactamente por arriba del submarino.

Introduzeamos un sistema de coordenadas polares r, 8 de tal manera
que el polo O coincida con el punto donde se encontraba el sub-
marino en el instante en que fue
descubierto, y que el eje polar r
pase por el punto donde se hallaba
el torpedero en ese mismo instante
(fig. 11). Los razonamientos poste-
riores se basan en las considera-
ciones siguientes. Lo primero que
debe hacer el torpedero es situarse
a la misma distancia del polo O
que el submarino; después el tor-
pedero se debe mover alrededor del polo O siguiendo una trayectoria
tal que ambos estén todo el tiempo a la misma distancia del punto O.
Sélo asi, moviéndose alrededor del polo O, el torpedero pasara por
encima del submarino. Por tanto, al principio el torpedero se debe
desplazar en linea recta hasta quedar situado a la misma distancia
del pole O que el submarino. La distancia = puede hallarse con
alguna de las ecuaciones

Fig. 11

I—x x_3+:|:

»

2v v 2v

donde v es la velocidad del submarino, y 2v es la velocidad
del torpedero. Resolviendo las tltimas ecuaciones hallamos que la
distancia T puede ser igual a una o tres millas.

Si durante este desplazamiento rectilineo el torpedero y el submarino
no se “encontraron”, en lo sucesivo el torpedero debe moverse
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alrededor del polo O (en el sentido del movimiento de las agujas
del reloj o en sentido contrario), alejindose de éste a la velocidad v
(velocidad radial) del submarino. Descompongamos la velocidad 2v
del torpedero en sus componentes radial v, y tangencial v, (fig. 11).

La componente radial es la velocidad a la que el torpedero se aleja
del polo O, es decir,

La componente tangencial es la velocidad lineal de rotacién del
torpedero alrededor del polo. Como se sabe, esta velocidad es

df
igual al producto de la velocidad angular = Por el radio r:

dg
HT B I'E'{.

Como v, = v, entonces

vp =/ (0f - = V3u.

Asf, el problema inicial se reduce a resolver el sistema de dos
ecuaciones diferenciales

dr de
P V3u.

Eliminando la variable ¢, este sistema se reduce a la ecuacion

dr__dﬂ
7
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que tiene por solucion

=
= Ceﬂ'; .!,.
donde C es una constante arbitraria.

Puesto que el torpedero comienza a moverse alrededor del polo O
desde el eje polar r a una distancia de = millas del punto O (r =1
para # =0 y r = 3 para # = —7), concluimos que en el primer
caso € =1 y en el segundo € = 3¢"¥3. Dicho con otras palabras,
para cumplir su tarea el torpedero se debe mover dos o seis millas
en linea recta hacia el lugar donde fue descubierto el submarino y
después navegar por alguna de las espirales

r=e’? § =303

11. Modelos de operaciones
militares

En los tiempos de la Primera Guerra Mundial, el ingeniero v mate-
mitico inglés F. W. Lanchester construyo varios modelos matematicos
de operaciones militares aéreas. Mds tarde estos modelos se genera-
lizaron y extendieron a los casos de operaciones militares de tropas
regulares, agrupaciones guerrilleras y operaciones combinadas de
ambos tipos. Examinemos los tres modelos.

Supongamos que en un conflicto armado participan dos partes con-
trincantes £ e y. Denotemos con z(f) e y(t), respectivamente, las
fuerzas numéricas de las partes en el mstante t (el tiempo f se mide
en dias, comenzando por el primer dia de operaciones). Las variables

Eq

e
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z(t) e y(t) desempeniardn un papel decisivo en la construccién de los
modelos mencionados, pues en la practica es muy dificil definir cri-
terios de comparacion de las partes que, ademas, consideren el grado
de preparacion militar y de pertrechamiento, el nivel y la experiencia
del personal de mando, el estado moral, y muchos otros factores.

Supongamos también que =(t) e y(f) varian continuamente y, mis
atin, que son derivables respecto al iempo. Es menester aclarar que
tales suposiciones son una simplificacion de la situacién real, ya
que de hecho z(t) e y(f) son numeros enteros. Al mismo tiempo,
si la fuerza numérica de cada parte es suficientemente grande, el
incremento de la cantidad en una o dos personas es, desde el punto
de vista préctico, una magnitud infinitésima en comparacién con la
fuerza numérica existente. Por eso se puede considerar que durante
intervalos pequefios de Hempo la fuerza numérica también varia en
cantidades pequefias (no enteras). Por supuesto, estos acuerdos no
son suficientes para deducir férmulas que expresen z(t) e y(f) como
funciones de ¢, aunque si es posible indicar una serie de factores que
permitan definir la velocidad de variacién del tamano numérico de
las partes contrincantes. Concretamente, denotemos mediante OLR
la velocidad con la que la parte x sufre pérdidas a causa de enferme-
dades v otros factores no vinculados directamente con las operaciones
militares; mediante CLR la velocidad con la que la parte & sufre pér-
didas debido a los encuentros directos en el curso de las operaciones
militares con la parte y; y con RR la velocidad con la que llegan los
refuerzos de la parte z. Entonces la velocidad de variacion de zi(t) es

da(t)
— = ~(OLR+CLR)+ RR. (47)

Para y(?) la ecuacién es andloga. El problema ahora consiste en indi-
car las formulas correspondientes para las magnitudes OLR, CLR
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y RR, y luego investigar las ecuaciones diferenciales construidas. Las
deducciones que se infieren del andlisis permitiran responder a la
pregunta acerca del posible vencedor.

En adelante, usaremos las notaciones siguientes: a, b, ¢, d, g y h son
constantes no negativas que caracterizan el grado de influencia de
diferentes factores en las bajas de ambas partes z e y; P(t) y Q(1)
son términos que expresan la posibilidad de refuerzos para las
tropas = e y en el transcurso del dia; x, e y, son las fuerzas
numéricas de = e y antes de comenzar las operaciones militares.
Escribamos los tres modelos ™ construidos por Lanchester. El primer
modelo se refiere a la descripcion de operaciones militares entre
tropas regulares, y su forma es

dat
dt
gt

= —ax(l) - by(t) + P(t),

= —cz(t) - dy(t) + Q(t).

Este sistema se denominaré sistema diferencial tipo (A).

El segundo modelo

dz(t
% = —az(t) - ga(by(t) + P(),
dy(t
% = —dy(t) = ha({t)yit) + QL)

# En el articulo de Coleman €. 5. “Combat models” (Differential equations models,
Mew York, 1953, P 109-131) se citan eiempl,us concretos de operaciones militares ¥ se
muestra su grado de concordancia con los modelos diferenciales examinados.
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describe operaciones militares entre grupos guerrilleros. Llevémoslo
sistema diferencial tipo (B). Finalmente, el tercer modelo

da(t

% = —az(t) - gz(t)y(t) + P(t),
dylt

%.) = —cz(t) — dy(t) + Q(t),

Hamado sistema diferencial tipo (C), describe operaciones militares
mixtas, en las cuales toman parte tanto tropas regulares como grupos

guerrilleros.

Cada ecuacion diferencial de los modelos que acabamos de plantear
representa la velocidad de variacion de las fuerzas numeéricas de
las partes enemigas como una funcion de diferentes factores que
influyen en el desarrollo del conflicto. Nétese que estas ecuaciones
tienen la estructura (47). Las bajas de efectivos no ligadas directamente
con las operaciones militares (dichas bajas estin definidas por los
términos —ax() y —dy(t)) permiten obtener las velocidades relativas
constantes de pérdidas (en ausencia de operaciones militares y de
refuerzos) a partir de las ecuaciones

Si en los modelos de Lanchester figuran solamente los términos
correspondientes a los refuerzos y a las pérdidas no relacionadas
con las operaciones militares, significa que, en general, no hay
combates. Por el contrario, la presencia de los términos —by(t), —ex(t),
—gz{t)ylt) y —hz{)y(t) significa que tienen lugar operaciones
militares.
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Consideremos el sistema diferencial tipo (A). Supongamos que cada
una de las partes enfrentadas se encuentra en la zona de alcance
de la otra parte y que el fuego se dirige s6lo contra la fuerza viva
que participa directamente en las operaciones militares. Bajo estas
suposiciones Lanchester propone introducir un término —by(t) que
refleje las pérdidas de unidades de tropas regulares de la parte =
durante los combates. El coeficiente b indica la eficiencia de las
acciones militares de la parte y. Entonces la ecuacion

muestra que la constante b mide la eficiencia media de cada unidad
de las fuerzas de combate de la parte y. Asi mismo se explica el
término —cz(t). En general, no es nada ficil calcular los coeficientes
de eficiencia b y e. Un caso particular relativamente simple se
presenta cuando

b= TPyr C=TyPy {48)

donde r,, 7, son los coeficientes de potencia de artilleria de las partes
¥ y ¥, respectivamente, y p,, p, son las probabilidades de que cada
disparo de las partes y y x resulte certero.

Notese que en el sistema diferencial tipo (A) los términes corres-
pondientes a las pérdidas en combate son lineales. En cuanto a los
sistenas tipo (B), los términos analogoes ya no son lineales. Efec-
tivamente, supongamos que una fuerza numérica guerrillera w(t)
ocupa cierto territorio A permaneciendo invisible al enemigo. Aun
manteniendo bajo fuego el territorio R, el enemigo no puede saber la
eficiencia de sus propias operaciones. En este caso es muy probable
que las bajas de la guerrilla x sean proporcionales, por un lado,
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a su fuerza numérica x(t) v, por otro lado, a la fuerza numérica y(t)
del enemigo. De esta manera, el término correspondiente a las bajas
de la guerrilla z tiene la forma —ga(t)y(t), donde el coeficiente de
eficiencia de las operaciones militares de la parte y, hablando en
general, es mis dificil de estimar que el coeficiente b de la primera
igualdad de (48). Sin embargo, para hallarlo podemos emplear el

coeficiente de potencia de artilleria r,, asi como los razonamientos
de Lanchester de que la probabilidad de un disparo certero de la
parte y es directamente proporcional a la denominada eficacia terri-
torial A, de un disparo de la parte y e inversamente proporcional
al drea A, del territorio R ocupado por las fuerzas x. Aqui 4,
representa el drea que ocupa un guerrillero. De esta manera, las
formulas probabilisticas para determinar g y h son las siguientes:

—_— (49)

Examinemos con mayor detalle cada uno de los tres modelos dife-
renciales introducidos anteriormente.

Sistemas diferenciales tipo (A). Modelo cuadritico

Supongamos que las tropas regulares de dos fuerzas enemigas
sostienen combates en una situacion simplificada, en la que no hay
pérdidas no relacionadas directamente con los combates. Si ninguna
de las dos partes recibe refuerzos, el modelo matematico se reduce
al sistema diferencial

dy
= — . (501

dx
dt
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Al dividir la segunda ecuacién por la primera, resulta

dy o
— 1
dr by (51)
[ntegrando la ecuacién diferencial (51), obtenemos
by () — 43) = e(a*t) — ). (52)
K>0: y vence La igualdad (52) ex-

ui4 plica por qué el sis-

tema (50) corresponde
a un modelo cuadriti-
¢o. Si se denota con K
5 .
la constante by — exg,
entonces la ecuacion

/ by - ca® = K, (53)

xlt)

K=0: equilibrio

vE7b

K<0: x vence

AN

o]

Fig. 1

L~ ]

obtenida de la igual-
dad (52), representa
una hipérbola (un par de rectas si K = 0), lo que nos da la
posibilidad de clasificar el sistema (50) de una manera mds exacta.
Concretamente, lo podemos denominar sistema diferencial con ley
hiperbalica.

En la figura 12 se ilustran las hipérbolas para diferentes valores de K.
Por consideraciones obvias se examina tnicamente el primer cua-
drante (x = 0, y = 0). Las flechas en las curvas indican la direccion
de variacion de las fuerzas numéricas con el transcurso del Hempo.

rn
Lol
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Para responder a la pregunta sobre quién vence en el modelo (50),
convengamos, primeramente, que la parte y (la parte z) vence si
ella es la primera en destruir las fuerzas de combate de la parte «
(de la parte y). En nuestro caso vence la parte y si K > 0, puesto que
conforme a la ecuacién (53) la variable y nunca se anula, mientras que

K
la variable z se hace igual a cero para el valor y(t) = 4/ 5 Por esto,

para vencer, las fuerzas ¥ deben tratar de lograr una situacién en la
que K > 0, es decir,

by, > e, (54)

Sustituyendo en (54) las expresiones (48) de b y ¢, obtenemos

(&)L;r ety (55)

%o Ty Py

El primer miembro de la desigualdad (55) muestra que las variaciones

en la relacion de fuerzas -i-g le dan una ventaja “cuadrdtica” a una de
)
las partes. Asi, por ejemplo, una variacion de la relacion de fuerzas

desde fTu = 1 hasta :—" = 2 le da una ventaja cuddruple a las

fuerzas ; Notese que l.: ecuacion (53) determina la correlacién de
fuerzas de las partes en conflicto, pero no toma en consideracion
explicitamente el tiempo. Para deducir las férmulas que contienen
explicitamente al tiempo, procederemos de la manera siguiente.
Derivemos respecto a t la primera ecuacién del sistema (50) y
utilicemos la segunda ecuacion de Esc mismo sistema. Asi llegamos
a la ecuacion diferencial

— —bex=0. (56)
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Si como condiciones iniciales tomamos

z(0) = Ty, i _bygr

dt =0
la solucién particular correspondiente de la ecuacién (56) es

z(t) = x,ch gt — vy, sh Bi, (57)
b
donde g = vbe, v = \/; . Analogamente resulta

y(t) = yy ch ft - 57— sh At. (58)

En la figura 13 se representan los graficos de las soluciones (57) y (58)
para K > 0 (es decir, cuando by; > czg 6 cuando 1y, > Z,)-

iy

Fig. 13
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En conclusién, para que la parte y venza no es imprescindible
que el mimero y, sea superior al nimero x;. Se requiere solo el
cumplimiento de la desigualdad yy, > z,.

Sistemas diferenciales tipo (B). Modelo lineal

Las ecuaciones dindmicas que simulan las operaciones militares de
dos partes en conflicto, pueden resolverse ficilmente si, como en el
caso anterior, se ignoran las pérdidas no relacionadas directamente
con las operaciones militares y ninguna de las partes recibe refuerzos.
Bajo tales restricciones el sistema diferencial tipo (B) adquiere la
apariencia
dx dy

P i —gzTy, = —haxy. (59)
Dividiendo la segunda ecuacién del sistema (59) por la primera,
obtenemos la ecuacién

a2
de g’
cuya integracion nos da
g (wit)—y,) = b (2(t) — z,) . (60)

La dependencia lineal expresada en (60) aclara por qué el sistema no
lineal (59) corresponde a un modelo lineal de combate. Escribamos
la igualdad (60) en la forma

gy—hz =1L, (61)
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donde L = gy, — hz,. De aqui, en particular, se deduce quesi L > 0,
el resultado de las operaciones militares es el triunfo de la parte y.
En cambio, si L < 0 el vencedor serd la parte .

En la figura 14 se ilustra la dependencia funcional lineal (61) para
diferentes valores de L.

t)
W L>0: y vence
/ L=0: eguilibric
L/g L<D: x vence
Y —L/h (1)

Fig. 14

Examinemos con mas detalle la situacién en que hay un vencedor.

Supongamos que vence la parte y. Como ya sabemos, debe cumplirse
la desigualdad gy, — hz, > 0, es decir,

%0

T 9

Valiéndonos de las férmulas (49), podemos escribir la condicion de
victoria de la parte y de la manera siguiente:

A A
ﬁ 5 Tefys z 62)
z, ryAleu
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De aqui se deduce que la estrategia de las fuerzas y consiste en hacer

A
maxima la relacion % y minima la relacion —=. Desde un punto de
o ¥
vista practico es mejor escribir la desigualdad (62) en la forma

A!'yu > rxArz
A:Iﬂ 1._:,|‘4‘|-;|

pues asi se ve que los productos A y, y A, son, en cierto sentido,
magnitudes criticas.

Senalemos finalmente que utilizando la igualdad (61) no es dificil
obtener a partir del sistema (59) las férmulas que muestran como
varian las fuerzas de ambas partes con el tiempo.

Sisteras diferenciales tipo (C). Modelo parabélico

En el modelo (C), fuerzas guerrilleras se oponen a unidades regulares.
Igual que en los modelos anteriores, simplifiquemos la situacion
asumiendo que ninguna de las partes obtiene refuerzos y las bajas
estdn directamente relacionadas con las operaciones militares. En este
caso tenemos el sistema diferencial

dx dy

o =9, = (63)
donde z{f) e yit) son las fuerzas numeéricas guerrilleras y del
ejército regular, respectivamente. Dividiendo la segunda ecuacién del
sistema (63) por la primera, llegamos la ecuacion diferencial
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Integrando en los limites correspondientes, obtenemos

gyt (t) = 2ex(t) + M, (64)

donde M = gy;(t) - 2cz,. Vemos pues que el sistema diferencial (63)
corresponde a un modelo parabélico de desarrollo de las operaciones
militares. Si M < 0, vence la guerrilla, pero si M > 0, entonces el
vencedor es la fuerza regular.

ey § M>0: p vence

/ AM=0; equilibrio
\'.‘W M<0: r vence
0 -M/2 x(t)
Fig. 15

En la figura 15 se representan esquematicamente las pardbolas deter-
minadas por la ecuacién (64) para distintos valores de M. La expe-
riencia muestra que las tropas regulares pueden infligir una derrota
a la guerrilla s6lo en el caso, cuando la razén gﬂ es considerable-
mente superior a la unidad. Basandonos en el rnoglelo parabdlico de
desarrollo de las operaciones militares v tomando en consideracion
la condicién M > 0, podemos inferir que la victoria de las unidades
regulares queda garantizada con el cumplimiento de la desigualdad
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2
(v_u) 521
I, q xc,

Teniendo en cuenta las formulas (48) y (49), esta desigualdad toma
la forma

(v_o)1>2f_=f_&i

T, T, Arr I,

12. ;Por qué los relojes de péndulo
no son exactos?

Para responder a la interrogante formulada, examinemos el modelo
idealizado de un reloj de péndulo formade por una varilla de lon-
gitud | y una pesa de masa m en su extremo. La masa de la
varilla se¢ considera despreciable en comparacién con la de la pesa
(fig. 16). Si la pesa se desvia de modo que
la varilla forme un dngulo a con la vertical
y luego se suelta, entonces, segin la ley de
conservacion de la energia,

mo*
5= mg(lcost —lcosa), (65)

Fig. 16

donde v es la velocidad de la pesa, y g es
la aceleracién de la gravedad.

Si tenemos en cuenta Gnicamente las oscilaciones pequefias respec-
to a la posicién de equilibrio, podemos considerar que la longitud s
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del arco que describe la pesa cuando se desvia en un dngulo peque-
fio # satisface la relacion s = 18. Siendo asi,

ds de
v=—=1—,
dt dt

y de la férmula (65) llegamos a la ecuacién diferencial

% (-i—f)h = glcos @ — cos a), (66)

Puesto que # decrece con el aumento de ¢ (para valores pequefios
de t), la ecuacién (66) puede escribirse en la forma

[ df

P R —
2¢ Vicos B —coso

Si T es el periodo de las oscilaciones del péndulo, entonces

0
r / dé
4 2¢ J Vieos# —cosa

o bien

i dn
T=4|— | —m—. 67
\/Zg,'[\/cosﬁ-cosa 7
{

Como se advierte en la altima formula, el periodo de las oscilaciones
del péndulo depende del dngulo «. Este hecho es la causa principal
por la que el reloj de péndulo no es exacto, pues, en la practica, cada
vez que la pesa alcanza la posicion extrema el dngulo es diferente de a.
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T g s e

12, (Por qué los relojes de pénduio no son

La férmula (67) se puede reescribir en una forma mas simple.
En efecto, va que
f

cosf=1—2sen” E, cosa=1-—2sen” E,

=3

entonces

‘f/ d ‘f/" 8

=24/ = —_— == ——
' ] /
3 Nsen:g-—smfi | -|,f'k3—sen3i

donde k = sen =

=]

Cambiemos ahora la variable 8 por la variable ¢ hacienao
#
sen 5 = ksenyp. De la dltima igualdad se deduce que cuando ¢
B .y
crece desde (0 hasta «, la variable ¢ crece de 0 a = ademas, tiene
lugar la igualdad B
I . 3 3
3 cos 3 idf = kcos pdy,

o bien

bl ] 9
2k cos g dyp 2‘/&- R 2

dfl =
«.:"i-k sen’ @

9 dip.
<05 oy

F4

En virtud de la ultima expresion podemos transformar la férmula (68)

en
— =1

[
T=4 —f
\/3] 1—k’sen- \/
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La funcién

Fik )—f i
i V1—klseny

(1]
se llama integral eliptica de primera especie. Las integrales elipticas
de segunda especie tienen la forma

¥
E[k,@}=f\/1-k259n:pdp.
0

En vista de que las integrales elipticas no se pueden calecular por
medio de funciones elementales, utilizaremos otro enfoque, el cual
serd considerado cuando estudiemos los sistemas conservativos en
la mecinica. Aqui s6lo senalaremos que el punto de partida en el
andlisis posterior sera la ecuacion diferencial

d* g

& rksend=0, k=,./%,
e 1

la cual se obtiene de la ecuacién (66) derivando respecto a £.

13. Reloj cicloidal

En el problema anterior hemos establecido que el reloj de péndulo
simple (circular) no puede funcionar con precisién. Por eso surge
una pregunta natural: jexiste algan otro péndulo cuyo tiempo de
oscilacion no dependa de la amplitud? Por primera vez este problema
fue planteado v resuelto en el siglo XVII. Mas adelante presentaremos
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la solucién, pero por ahora nos ocuparemos de la deduccién de
la ecuacién de una curva extraordinaria, a la que Galileo denominé
cicloide (de la palabra griega cicloides, que significa circular, redondo).

La cicloide es una curva plana que representa la trayectoria descrita
por un punto de la circunferencia de un circulo (lamado circulo gene-
rador) que rueda sin
deslizamiento sobre
una recta.

¥

=0

Ir

Supongamos que la M
recta sobre la cual
rueda el circulo es O] S P v B
el eje de abscisas

(fig. 17) ¥ que el ra- Fig.17
dio del circulo gene-

rador es igual a r. Asumamos que el punto que describe la cicloide
estd situado inicialmente en el origen de coordenadas, y que ocupa
la posicion M cuando el circulo gira en un dngulo 8. Entonces,
partiendo de la construccion geométrica, obtenemos

z=08=0P- 5P,
y=MS=CP~-CN;

por consiguiente, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son

z=r(0 -send), y=r(l-cosh) (69)
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Si excluimos el pardmetro # de las ecuaciones (6Y), entonces la
ecuacion de la cicloide toma la forma siguiente en el sistema de
coordenadas rectangulares Oxy:

e
T = rarccos Ty — v 2ry -2

Del pracedimiento de construccion de la cicloide se deduce que ésta
debe estar formada por arcos congruentes, cada uno de los cuales
corresponde a una revolucién completa del circulo generador . Cada
arco se une con su vecino en el punto donde poseen una tangente
vertical comun. Estos puntos, conocidos como puntos de refroceso
de la cicloide, corresponden a las posiciones mds bajas del punto
que describe la cicloide. Las posiciones mas altas de este punto se
encuentran en el medio entre los puntos de retroceso y se denominan
vértices de la cicloide; el segmento de recta que une cada par de
puntos de retroceso vecinos, y cuya longitud es igual a 27r, se conoce
con el nombre de base del arco de la cicloide.

La cicloide tiene las propiedades siguientes:
a) el drea limitada por un arco de la cicloide y la base de Esc arco es
igual al triple del drea del circulo generador (teorema de Galileo);

b) la longitud de un arco de la cicloide es igual al cuddruple del
didmetro del circulo generador (teorema de Wren).

El iltimo resultado es inesperado: incluso para calcular la longitud de
una curva tan simple como la circunferencia, fue necesario introducir

# En el libro de G. N. Berman “Cicloides”, Moscu, 1980 (en ruso), por citar un ejemplo,
se pueden hallar materiales muy interesantes sobre la cicloide v otras curvas afines
a ella.
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el nimero irracional 7, que no es tan facil de calcular, mientras que
la longitud de un arco de cicloide se expresa jmediante un numero
entero de radios (didmetros)! La cicloide posee también muchas otras
propiedades interesantes que tienen una importancia especial en la
fisica y en las aplicaciones técnicas. En particular, los perfiles de los
dientes de algunos pifiones, la configuracion de muchos tipos de
excéntricas, levas y otras piezas de maquinas tienen precisamente
forma de cicloide.

Remitdmonos al problema cuya solucion permitié al cientifico ho-
landés C. Huygens construir en 1673 un reloj exacto. El problema
consiste en construir en un plano vertical una curva tal que un
punto material pesado que se encuentra en reposo en el instante
inicial t = t, baje por ella hasta cierto horizonte fijo en un tiempo
que no depende de la posicién inicial del punto en dicha curva.
Como demostré Huygens, esta curva isécrona (del griego iso — igual
y chorros — tiempo) o tautocrona es la cicloide.

La solucién de este problema se puede obtener procediendo de ia
manera siguiente. Supongamos que en el borde superior de una ta-
bla colocada ver-

ticalmente se la- 5’1 Wy ;
bra una concavi-

dad alargada en ¥ LY

forma de cicloide Fig. 18

{fig. 18). Sin tomar

en consideracion el rozamiento de la madera, tratemos de determinar
el tiempo durante el cual una bola metdlica rodara desde el punto M
hasta el punto mas bajo K.

Sean @y, Y, las coordenadas de la posicion inicial de la bola (del
punto M) y 6, el valor correspondiente del pardmetro. Cuando
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la bola rueda desde la posicion M hasta cierta posicion N(#), la dis-
tancia vertical recorrida es h. En virtud de la segunda ecuacién (69)
tenemos:

h=y—y,=r(l —cos#) —r(l —cos8,) = r(cos 8, — cos 8),

Se sabe que la velocidad de caida de un cuerpo es

v =+/2¢h,

donde g es la aceleracion de la gravedad. Sustituyendo en esta
férmula la expresién de h antes obtenida, hallamos

t = +/2gr(cos 8, — cos 8).

Por otra parte, como la velocidad es la derivada del camino recorrido s
respecto al tiempo T', hallamos

ds
T v/ 2gr(cos 8, — cos 0).

]
Para la cicloide, ds = 2rsen 3 dé, Por tanto, la dltima ecuacidn
diferencial toma la forma
[
2 - df
T sen 5

\/2gr{cos #, — cos 8)

Integrando esta ecuacién dentro de los limites correspondientes,
obtenemos

dT =
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p 2rqen de dccuq_
./\/237'{(:098 —Loss \/'f 5 o \/_
1/ cos

En resumen, el tiempo T que demora la bola en rodar de la
posicién M a la posicién K es

=
T::sr\/:
g

En esta formula se puede ver que el periodo T' no depende de 8, es
decir, no depende de la posicién inicial M de la bola y, por tanto, po-
demos asegurar que dos bolas que han comenzado simulténeamente
a rodar por la concavidad desde dos puntos diferentes M y N,
llegardn al punto K al mismo tiempo.

Puesto que convenimos despreciar el rozamiento, después de llegar
al punto K la bola continuard su movimiento por inercia, y al cabo
del intervalo de tiempo indicado en la ultima férmula alcanzara un
punto M, situado a la misma altura que el punto M. Luego la bola
realiza todo el recorrido de regreso, completando asi el movimiento
del denominado péndulo cicloidal con periodo de oscilacion

T, :47\/5, (70)

Una propiedad distintiva del péndulo cicloidal en comparacién con
el péndulo simple (circular) consiste en que el periodo de sus
oscilaciones no depende de la amplitud.
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Veamos como se puede obligar a un péndulo circular simple a moverse
de manera isGcrona sin recurrir a la construccién anterior, ni a otros
dispositivos semejantes con mucho rozamiento. Para lograr nuestro
cometido es suficiente fabricar una plantilla (por ejemplo, de madera)
formada por dos seminarios de cicloide
iguales con un punto de retroceso comun
(fig. 19). La plantilla se fija verticalmente
v en el punto de retroceso O se suspende
una bola de un hilo cuya longitud es
igual al doble del diametro del circulo
Fig. 19 generador de la cicloide.

Si ahora desviamos la bola de la vertical hasta un punto arbitra-
rio M vy la soltamos, entonces la bola comenzara a oscilar con un
periodo que no depende de la eleccion del punto M. Incluso si la
amplitud de las oscilaciones disminuve bajo la accién del rozamiento
y de la resistencia del aire, jel tiempo de oscilacion del pendulo
permanecerd invariable! El movimiento de e
un péndulo circular que se mueve por un 6
arco de circunferencia es aproximadamente
isocrono para amplitudes pequefias, cuando
el arco de circunferencia es casi igual al arco
de la cicloide.

A 54

A modo de ejemplo, examinemos las oscila- ,‘_\‘ ___fj
c E

ciones pequefias de un péndulo por un arco
de cicloide AB (fig. 20). Si las oscilaciones Fig. 20

son muy pequefias, la influencia de la plan-

tilla practicamente no se siente y el péndulo oscila casi como un
péndulo circular simple con un hile de longitud 4r. La trayecto-
ria. AB del péndulo cicloidal es muy similar a la trayectoria CE
de un péndulo circular con un hilo de longitud ! = 4r. Por eso el
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periodo de las oscilaciones pequenas del péndulo circular con hilo
de longitud | = 4r es casi igual al periodo de las oscilaciones del
péndulo cicloidal.

. el periodo de las

oscilaciones pequefias del péndulo circular se puede expresar en
funcién de la longitud [ de su hilo:

- =

Si ahora en la férmula (70) hacemos r =

T=2x,/-.
&

Para concluir, destaquemos que la cicloide es la tinica curva que se
caracteriza por el hecho de que un punto material pesado que se
mueva a lo largo de ella realizara oscilaciones isécronas.

14. Problema de la braquistocrona

El problema de la braquistocrona (del griego brachistos — mas corto,
y chronos — tiempao), o de la curva del descenso mas rdpido, fue
planteado por primera vez por el matematico suizo L Bernoulli en
169 y consistia en lo siguiente. 4

En un plano vertical se toman dos
puntos A v B (fig.21) no pertene-
cientes a una misma vertical. Se pi-
de determinar entre todas las curvas
que pasan por A y B aquélla con la

B3]
propiedad de que un punto material i
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sometido a la accién de la fuerza de gravedad emplee el menor
tiempo posible en rodar desde el punto A hasta el punto B.

Los mejores matemdticos de distintas épocas intentaron resolver este
problema, y fue resuelto tanto por el propio I. Bernoulli como por
G. W. Leibniz, 1. Newton, G. L'Hospital y . Bernoulli. Su fama se debe
principalmente a que, ademds de la importancia de su solucién desde
el punto de vista de las ciencias naturales, sirvid de inspiracion para
la creacién de un campo completamente nuevo de las matematicas,
el cdlculo de variaciones o cilculo variacional.

La solucién del problema de la braquistocrona se puede asociar con
la solucién de otro problema que surge en la ptica. En la figura 22 se
representa esquemdticamente un rayo de luz que parte del punto A
e incide en el punto P con una velocidad v, y luego atraviesa
un medio mds denso desde el punto P hasta el punto B con una
velocidad menor v,. El tiempo total T que necesita el rayo de luz
para llegar desde el punto A hasta el punto B se halla de la igualdad

A |
|

o a bl T_s/ra3+:c2 V24 (e—zP
| F =X e v - o 1
| P t 1 2
|
I 14 : Si suponemos que el rayo de luz re-
|r b :f’ corre el camino indicado en el menor
li I tiempo posible T', entonces
[+ —_H dT
Fig. 22 sy
de
Por consiguiente,
T c—T

Wk u /Bt (e-zf

www.FreelLibros.me



o bien

sena;, sena,

7 v,

La ultima igualdad expresa la conocida ley de refraccion de Snell,
cuya forma inicial obtenida experimentalmente es

sen o,

=a,
sen o,

donde a = const.

La suposicion acerca de que el rayo de luz pasa del punto 4 al
punto B en un tiempo minimo se conoce como principio de Fermat
del Hiempo minimo. La importancia de este principio radica no sélo
en que proporciona un fundamento racional para deducir la ley
de Snell, sino también en que, en
particular, se puede emplear para
hallar la trayectoria (en general, no
rectilinea) de un rayo de luz que
atraviesa un medio de densidad
variable.

Veamos, por ejemplo, el medio es- Fig. 23

tratificado representado en la fi-

gura 23. En cada estrato por separado, la velocidad de la luz es
constante, v decrece al pasar de una capa superior a la subyacente.
Al pasar de una capa a otra, el rayo incidente se refracta, tendiendo
cada vez mds a la direccion vertical. Aplicando la ley de Snell a las
fronteras entre las capas, obtenemos

sena;, sena, sena,  sena,

w L vy vy

www.FreelLibros.me



Ahora supongamaos que los espesores de las capas disminuyen ilimi-
tadamente v que el numero de capas crece ilimitadamente. Entonces

Fig. 24

en limite la velocidad de la luz decrece con-
tinuamente, por lo que podemos escribir
(fig.24)

Sen o _— 71)

v

donde a = const. Una situacién semejante
se observa (con las salvedades debidas)
en el caso de un rayo de luz solar que
incide sobre la Tierra: la velocidad del
rayo disminuye a medida que aumenta la
densidad de la atmosfera.

Regresando al problema de la braquistocrona, introduzcamos un
sistema de coordenadas en un plano vertical (fig. 25) e imaginemos

que una bola es capaz de elegir (como A
un rayo de luz) una trayectoria de
descenso desde el punto 4 hasta el
punte B de tal manera que el tiempo Y
de descenso sea minimo. Entonces,

-
F

como se infiere de los razonamientos >4
anteriores, es vilida la férmula (71). R

Partiendo de la ley de conservacién
de la energia, concluimos que la ve-

Fig. 25

locidad alcanzada por la bola en un

nivel prefijado, depende solo de la pérdida de energia potencial al
alcanzar este nivel y no depende de la forma de la trayectoria de
movimiento. Esto significa que v = |/2gy.
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Por otro lado, las construcciones geométricas muestran que

1 1 1
secf 11tgf 1+ (P

Sustituyendo en (71) las expresiones halladas de sen a y v, obtenemos

sena =cos i =

y[1+0/7] =C. (72)

La ecuacion (72) es la ecuacion diferencial de la braquistocrona.
Mostremos ahora que la tinica curva braquistocrona es la cicloide.
Efectivamente, separando variables en la ecuacion (72) (recordemos

d
que ' = ﬁ}, llegamos a la ecuacion de variables separadas

1/2
¥
dr = | —— dy.
(C—y) 4

Introduzcamos una nueva variable ¢ mediante el cambio de variable

Hy_)]ﬂlz:t
C-y g,

Entonces

y:Csenz{p, dy = 2C sen p cos g dig,
dz = tg @ dy = 2C sen’ p dip = C(1 — cos 2¢) dip.

La integracion de la dltima ecuacion conduce a la solucion

c
o= 3{24,0 —sen2p)+C,,
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donde, en virtud de las condiciones iniciales, z = y =0 para p =0
yC, =0

Asi,
-
4= 5{299 — sen 2p),

3 C
¥=Csen"p= ;{1 ~ cos 2¢2).

i (8 ; .
Haciendo 5 = 2p = 4, llegamos a las ecuaciones paramétricas

estandares (69) de la cicloide. [La cicloide es una curva asombrosa:
no sélo es isbcrona, sino, también, braquistocrona!

15. Media aritmética,
media geométrica
y ecuaciones diferenciales

Estudiemos un problema curioso, resuelto por primera vez por el
cientifico aleméan C. F. Gauss.

Sean my, v n; dos mimeros positivos arbitrarios (m, > n,), Escriba-
mos la media aritmética m, v la media geométrica n, de m, y n:
=y ¥y

my = —a—, Ny =y myn,

Escribamos ahora las medias aritmética v geométrica de m, y n;:

l’ﬂ.] -r—nl

5 iy = /7.

My, =
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Continuando este proceso obtenemos dos sucesiones numéri-
cas {m,}, {n,} (k=0,1,2...) convergentes, como se demuestra
ficilmente. Surge la pregunta siguiente: ja qué es igual la diferencia
entre los limites de estas sucesiones?

Expongamos una solucién elegante de este problema, perteneciente
al matemitico alemdn C. W. Borchardt y que esta relacionada con la
construccién de una ecuacién diferencial de segundo orden. Sea a
la diferencia buscada. No es dificil concluir que a depende de
m, e ¥, Simbdlicamente dicha dependencia se expresa escribiendo
a = f(my,n,), donde f es cierta funcién. Por la forma en que
definimos el nimero a vemos que también a = f(m , n,). Ahora, si
multiplicamos m, y m; por un mismo mimero k, entonces cada uno
de los numeros m,, 1y, My, Ny, ..., incluido a, también tendran como
factor al nimero k. Esto significa que ¢ es una funcién homogénea
de primer grado respecto a my, y n,; por consiguiente,

u:muf(l,mk;) :mlf(l,;n';).

i Ty ! 1
Haciendo — =, — ==2,, ... y denotando —— con ¥,
’ m, m, f(l:ﬂu.‘rmu}
———— con ¥, ..., hallamos
f(omy/my)
my 2y,
¥ ylm, 1+=2 3)

Ya que z, esta relacionado con x por medio de la ecuacion

vz

T 14z
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entonces

dz;,  1-w Az =2+
dz ~ (1+zPvz~  2(z-29)

(*)

Derivando la ecuacién (73) respecto a = llegamos a que

dy 2 2 dy, de,

T R

-d_:;_ (1+x)* l+xdr dr

d
Sustituyendo aqui la derivada — p(}r su valor de la igualdad (*)

y simplificando el denommaclor z — ', obtenemos

. z") dy 2z(x—1)

b zi)ﬂ?ﬁ_
dz =~ 1+=z

yl+[1+z)(31— 1 gz
]

Derivando amboes miembros de esta igualdad respecto a z, hallamos
d x(r—1) 2z(z — 1) dy, dx,
dz(( 'B] ) d:c( l+z)+ 1+z dx dz+

d d
+ (z, - ,) +{1+2:‘,l ({zl :.:,)d:') d::':

Después de algunas transformaciones algebraicas la ultima ecuacion
toma la forma

(-018)n il () )
w(E%) == Traata (e @) -om)

Si en la ecuacion recién obtenida sustituimos @ por z,, entonces T,
pasa a ser z,. Si luego sustituimos x, por &,, entonces r, pasa
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a ser I, etcétera. Por esto, haciendo

d d
I —

llegamos a la igualdad

-z 1—a, 1-3, 1-m,

U+ 2z (L+2)VE, 0+ 2)vE (A + T, (V1)

a'(y)=

Si ahora hacemos que n tienda a oo, entonces 1 — x, tendera a 0
y obtendremos que

a’(y) =0.

Esta igualdad significa que y satisface la ecuacién diferencial

2

d d
(z-z})d—z%-I-{l—Bzz]ﬁ-zy:l}. (74)

Teniendo presente que

13 (my, ny)
o

a = f(mym) =
0

podemos hallar el valor del nimero a. En efecto, como y debe ser
una solucién constante de la ecuacién (74), su tnico valor posible
es y = 0. De esta manera, la diferencia de los limites de las sucesiones

{m.} y {n,} esigualao.

Ademas de que nos permitio resolver el problema inicial, la ecuacién
diferencial (74) representa gran interés por su relacién directa con la
solucién del problema del periodo de las oscilaciones pequenas del
péndulo circular.
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Como hemos visto, el periodo de las oscilaciones pequenas del
péndulo circular se halla por medio de la formula

! m
T--iﬁf‘(.h, -2-),

donde
xj2

F(k,f_) =f_L
Pues bien, resulta que si 0 £ k < 1, entonces

o

dy T 12.32.582 .. 2n-10 ,,
—_* ___Th ¥,
z{ +2 2-82.6...02n¢

n=1

o

12.32-.82 . (2n-17 ,,
p=d 0, 2.4, @np

n=1

es la solucién de la ecuacion diferencial (74).

16. Vuelo parabdlico

Un cuerpo es lanzado con una velocidad inicial v, formando un
angulo @ con el horizonte. Despreciando el rozamiento del aire,
deducir la ecuacion de movimiento del cuerpo.
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Elijamos los ejes de coor-
denadas como se ilustra en
la figura 26. S5i denotamos
la masa del cuerpo con la
letra m, entonces la tnica
fuerza que actia en todo
instante sobre el cuerpo es
su propio peso P = mg, independientemente de la posicion M que
el cuerpo ocupe durante el movimiento. Por eso, en virtud de la
segunda ley de Newton, las ecuaciones diferenciales del movimiento
del cuerpo en las proyecciones sobre los ejes coordenados ¢ e y son

Fig. 26

d*z ~0 &’y _
m =0, mdﬂ = ~-mg.

Simplificando m obtenemos

d'z d’y
7 il S 79)
con las condiciones iniciales
z =0, y=0,
dx dy para t=0. (76)
E=”u¢°5“- Ez—:vasena

Integrando las ecuaciones (75) y tomando en consideracién las
condiciones iniciales (76), llegamos a las ecuaciones del movimiento

del cuerpo:

T = (v,cos a)t,

2 (77)
y=(v,sena)t - ‘g—;-
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A partir de las ecuaciones (77) se pueden sacar varias conclusiones
sobre el movimiento del cuerpo lanzado. Por ejemplo, es posible
responder a las preguntas siguientes: jcudnto tiempo transcurre
desde el instante en que fue lanzado el cuerpo hasta que llegé
a tierra? ja qué distancia del punto de lanzamiento cae el cuerpo?
Jcudl es la altura méxima que alcanza? ;cudl es la trayectoria del
movimiento?

A la primera pregunta se puede responder hallando el valor de ¢
para el cual y = 0. Haciendo y = 0 en la segunda ecuacién (77),

resulta
)
t . =) =)
(vusma 2 )

2y, sen o

es decir, bien ¢ = 0, bien t = . El segundo valor da la

respuesta a la primera pregunta.

Para responder a la segunda pregunta, calculemos el valor de =z

2v, sen a

correspondiente al tiempo total f = del movimiento.

g
Sustituyendo este valor en la primera ecuacion de (77) obtenemos
que la distancia por la horizontal esta dada por la formula

(v, cos )2 sena) v} sen 2a
8 I
De la ltima igualdad se deduce, en particular, que el desplazamiento
horizontal miximo vf se logra cuando a = 45,

La respuesta a la tercera pregunta se obtiene inmediatamente si
indicamos la condicién para que ¥ alcance el maximo. Como se sabe,
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el valor maximo de y se alcanza en el punto t donde la derivada se

d
anula, es decir, donde d_!:’ = (. Teniendo en cuenta que

dy
d_t = —gt + v, sen a,
llegamos a la igualdad —gt + vy sena = 0, de donde
v, sen o

g

Sustituyendo ahora el valor obtenido de £ en la segunda igualdad
de (77), hallamos que la altura méxima es

t=

2 con?
v, sen” a

2g

La respuesta a la cuarta pregunta ya se obtuvo arriba. De hecho,
la trayectoria del movimiento es una paradbola, puesto que las
ecuaciones (77) son las ecuaciones paramétricas de una parabola. En
coordenadas cartesianas tenemos
2
8T 2
=ztga— " sec a.
y & 2v}

17. Ingravidez o gravedad cero

El estado de ingravidez se puede lograr de diferentes maneras,
aunque casi siempre se asocia (consciente o inconscientemente) con
los cosmonautas flotando en las cabinas de las naves césmicas o en
el interior de las estaciones espaciales.
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Con el fin de aclarar el sentido fisico del fenémeno de la ingravi-
dez, analicemos el problema siguiente. Una persona de peso P se
encuentra en la cabina de un ascensor que se mueve hacia abajo
con aceleracién w = ag, donde g es la aceleracion de la gravedad
y 0 < a < 1. Determinar la presién que ejerce la persona sobre el
fondo de la cabina, asi como la aceleracién del ascensor para la cual
el valor de dicha presién es igual a cero.

En el interior del ascensor, sobre la persona actian dos fuerzas
(fig. 27): su propio peso P y la fuerza @ de reaccion del fondo de
la cabina, la cual es igual en magnitud a la presién que la persona

@  ejerce sobre el fondo de la cabina. La ecuacién diferencial
del movimiento de la persona es
d’z -
| m—z =P-Q. (78)
. P

17 Porcuantna?:wzagyng.apaﬂjrdela

Yz ecuacién (78) se deduce
Fig. 27

d'z

Q=P-m—_z=Pl-a) (79)

Tomando en consideracion que 0 < @ < 1, concluimos que @ < P.
Asi pues, la presién que ejerce la persona sobre el fondo de la cabina
de un ascensor que se mueve hacia abajo es

Q=P(l-a)

En el en que el ascensor sube con aceleracion w = ag, donde
0 < @ < 1, la presion de la persona sobre el fondo de la cabina es
Q=P +a)
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Calculemos ahora la aceleracién del ascensor para la cual la persona
no ejerce ninguna presioén sobre el fondo de la cabina. Para ello es
suficiente hacer @ = (0 en la igualdad (79). Como resultado obtenemos
que a = 1, es dear, la aceleracion del ascensor debe ser igual a la
aceleracion de la gravedad para que Q = 0.

En otras palabras, si el ascensor cae libremente con aceleracion
igual a la aceleracién g de la gravedad, el pasajero no hace presién al-
guna sobre el fondo de la cabina. Precisamente este estado se denomi-
na estado de ingravidez o estado de gravedad cero. En estado de ingra-
videz no hay presiones mutuas entre las diferentes partes del cuerpo
humano, y esto provoca en la persona sensaciones extrafias. En estado
de ingravidez todos los puntos del cuerpo tienen la misma aceleracion.

Por supuesto, el estado de ingravidez puede tener lugar no sélo
durante la caida libre. Veamos el ejemplo siguiente.

:Con qué velocidad debe girar una nave césmica alrededor de la
Tierra para que una persona en su interior se encuentre en estado de
ingravidez?

Resolvamos el problema suponiendo que |
la nave césmica se mueve por una Grbita /,—-——
circular de radio » + h, donde r es el
radio de la Tierra v h, la altura de vuelo
de la nave sobre la superficie terrestre,

Q
——
F
'
Del problema anterior se deduce que en \ .
estado de ingravidez la presion del as- y
&

r+h

tronauta sobre el fondo de la cabina de
la nave y, por consiguiente, la reaccion @
del fondo de la cabina son iguales a ce-
ro. Asi pues, @ = 0. Recurramos ahora Fig. 28
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a la figura 28. El eje z esta orientado a lo largo de la normal
principal n a la trayectoria circular de la nave.

Recordemos que la ecuacion diferencial del movimiento de un punto
material a lo largo de la normal principal es

2 n
S
= kn?
P k=1

donde p=71+h, 3_ F,, = F,y lafuerza F esta orientada a lo largo
k=1

de la normal principal a la trayectoria del movimiento. Valiéndonos
de la ecuaciéon de movimiento indicada obtenemos

mv’ Fe &z
T
o bien
d’z o’
at*  r+h

2

X dr
Sustituyendo ——

T en (78), llegamos a la igualdad

el
mv-
r+h

P-Q. (80)

Aqui la fuerza P esigual a la fuerza F' de atraccion de la Tierra. A su
vez, conforme a la ley de la gravitacion universal, F' es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia 7+ h desde la nave hasta el
centro de la Tierra, es decir,
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ERCEN T

(%)

donde m es la masa de la nave, y la constante & se determina
partiendo de las consideraciones siguientes. la superficie de
la Tierra (para h = 0} la fuerza de atraccién es F' = mg. Entonces de
la formula (*) sigue que k = grz Y, consiguientemente,

¥

mer
P=F= ,
(r+hp

donde g es la aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra.

Sustituyendo ahora el valor obtenido de P en la férmula (80) y te-
niendo en cuenta que @ = 0, concluimos que la velocidad requerida
para que el cosmonauta permanezca en estado de ingravidez es

4
=y

18. Leyes de Kepler
del movimiento planetario

Conforme a la ley de gravitacién universal, dos cuerpos de masas
m y M separados a una distancia r se atraen mutuamente con una
fuerza

_ymM

o]
pe

F

; (81)

donde y es la constante de gravitacién universal,
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Apoyémonos en esta ley para describir el movimiento planetario.
Supongamos que m es la masa de un planeta que se mueve
alrededor del Sol y M es la masa del Sol. Para simplificar el modelo
no tendremos en cuenta la influencia de otros planetas.

Introduzcamos un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares
Ozy (fig. 29) de modo que el Sol se encuentre en el origen del
sistema. Figurémonos que en el instante ¢ el planeta se encuentra en
el punto A de coordenadas variables x, y. La componente en el eje =
7y de la fuerza de atracciéon F que
actia sobre el planeta es igual a
m F cosp, v la componente en el
| B !;mp gje y es igual a F'sen w. Por
| esto, empleando la férmula (81)
I y el segundo principio de la di-
} namica, obtenemos las ecuacio-
M./\‘P | nes diferenciales de movimiento
£ T del planeta respecto a los ejes

Fig. 29 coordenados:

¥

Foosy

M
mi=—Fcosp = —‘”: cos i, (82)

mM
mg','-:-Fsen:p:—Tr Sen (. (83)

: - ¥ z 2
Tomando en consideracion que sen ¢ = = y cos g = —, las ecuacio-
T

nes (82) y (83) pueden escribirse en la forma

kr ky
= y = ——

_;f.r f""

donde la constante k = 7M.
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Finalmente, dado que 7 = +/z? + 3*, llegamos a las ecuaciones
diferenciales

kx k
.S I i
(22 +97)" (22 +92)""

No se pierde generalidad si suponemos que se cumplen las condi-
ciones siguientes:

z=a, y=0,

_ cuande t=10%. (85)
=0, y=1,

De esta forma, el problema se ha reducido al estudio de las ecua-
ciones (84) con las condiciones iniciales (85). Analizando las ecua-
ciones (84) se comprende que es mas comodo cambiar de coorde-
nadas rectangulares a polares mediante las férmulas x = rcos p,
y = rsen . Como resultado se obtiene

* =7 cosp — (rsenplp,
(86)
Y = rsen g+ (v cos g,

& = # cos p — 2 sen ) — (r sen )@ — (r cos )¢,

§ = #sen @ + 2(F cos ) + (r cos )@ — (r sen )@’

# N, del T. Dicho de otra manera, estamos asumiendo que en el instante inicial el
planeta se encuentra sobre ¢l eje = en el punto de coordenadas (a,0). ¥ que sus
velocidades en # e y son 0 y wp, respectivamente.
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De aqui

= (f- r¢”) cosp — (2 + r¢g) sen g,
fi=F- r@)’ sen @+ (279 + rP) cos .

Con ayuda de estas dos igualdades las ecuaciones diferenciales (84)
pueden escribirse en la forma

(r-wpz)mw-<z+¢+r¢)seng==—“f“". (87)
(f—r¢2)senw+[21*gfz+_r¢]cusp:ukse?lp. (88)

2
Multiplicando la ecuacion (87) por cos ¢, la ecuacion (88) por sen g,
y sumando los resultados, hallamos

k

F—rpl=-— = (89)

r

Si multiplicamos (87) por sen g y (88) por cosyp, y de la primera
expresion obtenida restamos la segunda, obtenemos la ecuacién

26 +r@ =0, (90)
Escribamos en coordenadas polares las condiciones iniciales (85):

o=, =0,

cuando 1 =10. 91
=0 p:% { }

v

Asi, el estudio de las ecuaciones (84) con las condiciones iniciales (85)
se redujo al andlisis de las ecuaciones (89) y (90) con las condiciones
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iniciales (91). No es dificil ver que la ecuacién (90) se puede escribir
como

d,a.y_
5 (e) =0, 92)

de donde

r'y=Cy (93)

La constante C, tiene un sentido geométrico interesante. A saber,
imaginemos que un cuerpo se desplaza de un punto P a un punto @

por un arco F”?? (fig. 30). Sea S el area del sector limitado por los

segmentos OF, 0Q y el arco @ En tal caso, del curso de anilisis
matematico se sabe que

¥
s I/ *d \
e T
2 i ;
0
"]
o bien o P z
15
as = 31 dyp. 30

Por ende,
dS 1.,dp 1,

E:gfﬁ—ifﬂi (94)

das
La derivada Z representa la llamada velocidad areolar. Y como la

magnitud r*¢ es constante en virtud de la igualdad (93), deducimos
que la velocidad areolar también es constante. Esto tltimo significa
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que el cuerpo se mueve de tal manera que el vector de posicién
describe dreas iguales en intervalos de tiempo iguales. Esta ley de las
dreas es justamente una de las tres leyes de Kepler, v su enunciado
completo es el siguiente: en intervalos de tiempo iguales, el vector de
posicidn de un planeta barre dreas iquales.

Para deducir la ley de Kepler sobre la forma de las trayectorias
descritas por los planetas, regresemos a las ecuaciones (89) y (90)
con las condiciones iniciales (91). En las condiciones iniciales (91) se

tiene, en particular, que r =a y ¢ = ?a—“ para t = 0. Entonces de la
igualdad (93) sigue que C, = aw,. Por tanto,

rPp=av, 6 p=—L (95)

re,
y la ecuacién (89) se transforma en

2,2
[ ) k
o= B

rr
Haciendo # = p podemos escribir la tltima ecuacion asi:

b _dpdr _ dp _a'i

k
@ drdat Tdr P 12

s

-4

o bien

dp ay  k
Par =

P
Separando las variables en esta ecuacidn diferencial e integrando,
obtenemos

g8 o +C,

2 A F
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Ya que p =1+ =0 para r = a, de la uiltima igualdad resulta

v,k
CQ—E'_E.

o, considerando solamente la raiz cuadrada positiva, a la ecuacién

diferencial
dr 2k 2k a*v}
o=y (o-2) 258 o6

Si ahora dividimos la ecuacién (96) por la (95), obtenemos

d
— ry/ar? +208r -1,
dy

donde
2k

a=— - —

k
3" g PE PR
a®  a'ug a*ug

Para integrar esta iltima ecuacién, hacemos el cambio de variable
r = —, resultando
u

a'vl/k

1":1+f_'<:¢-::-:(<;hz-6'3}'
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o+ g* uv,;,
ok
condicién r = a para p = 0. No es dificil comprobar que C, = 0.

donde e = — 1. La constante C se determina de la

De esta manera, hallamos finalmente que

a’vi/k

= — 97
1+ ecosy 7)

Del curso de geometria analitica se sabe que {97) es la ecuacion en
coordenadas polares de una seccion conica de excentricidad e. Por
es0, la ecuaci6n (97) puede ser:

. 2k
1) una elipse si e<], es dedr si v < ?:
. . T
2) una hipérbola si e>1, es decr, si ;> =
i ; . . .5 2k
3) una pardbola si e=1, es decir si v =—;
[

. . . .. 2k

4) una circunferencia si e=10, es decir, si v;= =

De las observaciones astrondmicas se deduce que para todos los

2 . 2k
planetas del sistema solar la magnitud v siempre es menor que =
Asi pues, llegamos a otra ley de Kepler: las orbitas de los planetas

son elipses en las que el Sol ocupa uno de los focos.

Las orbitas de la Luna y de los satélites artificiales de la Tierra
también son elipses, pero con excentricidades e muy cercanas a cero
en la mavoria de los casos, es decir, son elipses que méds bien parecen
circunferencias.
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En cuanto a los cometas periddicos, tales como el cometa Halley, sus
oOrbitas tienen formas de elipses alargadas con excentricidades muy
cercanas a la unidad. En particular, el cometa Halley aparece en la
zona de visibilidad de la Tierra aproximadamente cada 76 anos. Fue
visto por tltima vez a finales del afio 1985 y comienzos de 1986.

Los cuerpos celestes con érbitas parabolicas o hiperbolicas se pueden
observar sélo una vez, pues nunca regresan.

Averigiiemos ahora el sentido fisico de la excentricidad e. Previa-
mente, nétese que la magnitud v del vector V de velocidad del
planeta y las componentes & e § de dicho vector en los ejes T e y,
satisfacen la igualdad

v =gt + ;}'2,
la cual, en virtud de las férmulas {86), puede escribirse en la forma
v =i+

De aqui se infiere que la energia cinética de un planeta de masa m
se puede hallar mediante la férmula

l ] l 2.2 -

—mv" = -m(r g +7). 98

5 sm(ry’ +17) (98)
En cuanto a la energia potencial del sistema, ésta es igual al trabajo
(tomado con signo “menos”) necesario para desplazar el planeta
hasta el infinito, donde la energia potencial es igual a cero. Por
consiguiente,

e, (99)
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Si denotamos con FE la energia total del sistema, la cual es una
magnitud constante en virtud de la ley de conservacion de la energia,
entonces de las farmulas (98) v (99) obtenemos

1 -
sm(r¢" +1%) - Tm ~E (100)

Haciendo ¢ = 0 y utilizando las expresiones (97) y (100), hallamos
a.zug,f k mrzaztrg km
14¢

= E.

2rd r
Eliminando 7 de las dos iltimas igualdades, llegamos a la siguiente

expresion para la excentricidad:

2,2
2a°v§
mk?

e=4/1+E

Finalmente, la ecuacién (97) de las drbitas planetarias toma la forma

uzv:‘; Jk

=
2.2

2.—
1+\/]+E_;I::2ﬂ COS

De aqui se deduce que la 6rbita es una elipse, una hipérbola, una pa-
mk?
respectivamente. De este modo, la drbita de un planeta estd comple-
tamente determinada por su energia total E.

rabola o0 una circunferenciasi E <0, E>0, E=06 E= -

En particular, si un planeta, por ejemplo, la Tierra, pudiera obtener
del exterior un impulso que le permitiera aumentar su energia
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total £ hasta una magnitud positiva, entonces pasaria a una orbita
hiperbélica y abandonaria nuestro sistema solar.

Dediquémonos ahora a la tercera ley de Kepler, la cual se refiere
a los periodos de las érbitas planetarias. Partiendo de la segunda
ley de Kepler nos restringiremos, naturalmente, a la orbita elipti-
ca, cuya ecuacion en coordenadas
cartesianas es

La excentricidad de la elipse es

L
: yz_ /;: ‘E\\. r
{_I'I‘?_l' R
N

c
c=z, pero como Ct =g -p

(fig. 31), entonces Fig. 31

o bien
7 =&(1-€). (101)

A partir de las igualdades (97), (101) y de las propiedades de la
elipse, concluimos que

&= E ﬂzvﬁfk " az'u%,.’k _ azvﬁ _ azt%{z
2 l+e l1-¢ k(1 -eh) k'
es decir,
2.2
r v,
=2 kﬂe. (102)
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Denotemos con T' el periodo de revolucién de un planeta, o sea, el
tiempo que necesita el planeta para recorrer completamente la drbita,

Dado que el drea de la regién limitada por la elipse es igual a 7é7y,
av,T

basandonos en las formulas (94) y (95) deducimos que 7€ =
Finalmente, teniendo en cuenta la igualdad (102), hallamos

aviein?  4x?
=T _

a’vg k
Esta ultima féormula es la expresion formal de la tercera ley de
Kepler: los cuadrados de los periodos de revolucién de los planetas son

proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de sus drbitas.

19. Flexion de una viga

Consideremos una viga homogénea AB de seccion transversal cons-
tante, colocada horizontalmente (fig. 32). El eje de simetria de la viga
se indica en la figura 32 con una linea discontinua. Asumamos que la
viga se flexiona bajo la accion de las fuerzas que actian sobre ella en
el plano vertical que contiene al eje de simetria (fig. 33). Las fuerzas

A B

"M

s e e PP

Fig. 32 Fig. 33

a las que nos referimos puede ser el peso de la propia viga, una
fuerza exterior aplicada a ésta 0 una combinacion de ambas fuerzas.
Es claro que como resultado de dichas fuerzas el eje de simetria se
arquea. Al eje de simetria flexionado se le llama usualmente linea
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eldstica. El estudio de las formas de las lineas eldsticas desempena
un papel importante en la teoria de la elasticidad.

NRARARRRRAR! 'RRRE
Al Al

N 4a FP Q Jat
Fig. 34 Fig. 35

Sefialemos que las vigas se pueden diferenciar segiin la forma en que
se sujetan o apoyan. Por ejemplo, en la figura 34 se muestra una viga
con el extremo A fijo y el extremo B libre. Tales vigas se denominan
vigas de consola (cantilever). En la figura 35 se ilustra una viga que
vace libremente sobre los apoyos A y B. Otro tipo de viga con apoyos

se muestra en la figura 36. También

existe una clasificacién de las formas N }P

de aplicacion de las fuerzas exterio- af N x |5
res sobre la viga. Por ejemplo, en la :

figura 34 las fuerzas estan distribui- Fig. 36

das uniformemente. Evidentemente,

la fuerza puede ser variable a lo largo de toda la viga o en una parte
de ésta (fig. 35). En la figura 36 se muestra el caso de una fuerza
concentrada en un punto.

Analicemos una viga horizontal O A (fig. 37). Supongamos que su eje
de simetria (linea discontinua en la figura) se encuentra sobre el eje z.
Orientemos el eje = hacia la derecha del origen de coordenadas O
v el eje y hacia abajo. Bajo la accion de las fuerzas externas F, F,, . ..
(y del peso de la viga si éste es grande) el eje de simetria se
flexiona formando una linea eldstica como la indicada en la figura 38,
El desplazamiento y de la linea eldstica respecto al eje z se conoce
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Fig. 37 Fig. 38

como flexién de la viga en la posicion z. De esta definicion se induce
que para hallar la flexion de una viga es suficiente conocer la ecuacién
de su linea elastica. Mas adelante mostraremos como hacerlo en la
préctica.

Representemos con M(z) el momento flector en una seccidn trans-
versal vertical de abscisa z de la viga. El momento flector es igual a
la suma algebraica de los momentos de las fuerzas que actian sobre
uno de los lados de la viga respecto al punto z. Al calcular los
momentos consideraremos que las fuerzas que actian sobre la viga
de abajo hacia arriba tienen momentos negativos, y las que actian
de arriba hacia abajo, momentos positivos,

En la teoria de resistencia de materiales se demuestra que el momento
flector en la posicion # estd relacionado con el radio de curvatura de
la linea eldstica mediante la expresién

yﬂ
i

B —
[1+ @y

= M(z), (103)

donde E es el médulo de elasticidad de Young y depende del
material del cual estd hecha la viga, J es el momento de inercia
de la seccidn transversal de la viga en la posicién x respecto a la
recta horizontal que pasa por el centro de gravedad de dicha seccién
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transversal. El producto EJ se llama comunmente rigidez flexural;
en lo sucesivo asumiremos que su magnitud es constante.

Suponiendo que la viga se flexiona s6lo un poco, lo que es muy
frecuente en la prictica, entonces la pendiente y' de la linea elastica
es muy pequefia v, en lugar de la ecuacién (103), podemos tomar la
ecuacion aproximada

EJy" = M(x). (104)

Para mostrar como se utiliza la ecuacion (104) en la practica, exa-
minemos el problema siguiente. Una barra homogénea de acero de
longitud I, la cual estd acostada libremente sobre dos apoyos, se
flexiona bajo la accién de su propio peso, igual a p kilogramos de
fuerza por unidad de longitud. Se pide hallar la ecuacién de la linea
eldstica y la flexion mixima de la viga.

La linea discontinua de la figura 39 representa la linea elastica. Cada
uno de los dos apoyos produce una reaccién orientada hacia arriba e

igual a la mitad del peso /5 plf2

1
de la viga (igual a %]' El f z I~z 1A
momento flector M (z) es v “‘-r____i _____ e =
la suma algebraica de los Q
momentos de estas fuer- * 7 pti—x)

zas a un lado del pun- Fig. 39

to Q (fig.39). Calculemos

primero la accién de las fuerzas a la izquierda del punto @. A una
!

distancia = del punto Q la fuerza % actia sobre la viga de abajo

hacia arriba generando un momento negativo, a la vez que la fuerza

px, que acta sobre la viga de arriba hacia abajo a una distancia —
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del punto @, genera un momento positivo. Asi, el momento flector
resultante en el punto @ es

i ol
M(::):—%I-}-p:nE:;i—E

3 3 7 (105)

Si tomamos la accion de las fuerzas a la derecha del punto @Q,
-z

entonces a una distancia del punto @, sobre la viga actia

una fuerza p(l — z) de arriba hacia abajo generando un momento
[
positivo, mientras que la fuerza %, que actua sobre la viga de abajo

hacia arriba a una distancia { — = del punto @, genera una momento
negativo. El momento flector resultante es

gl P, e piz
Miz) = p(l — ) 2 2“ z) = 3 5

(106)

Como se aprecia en las férmulas (105) y (106), los momentos flectores

son iguales en ambos casos. Sabiendo ya como se calcula el momento

flector, podemos escribir la ecuacion fundamental (104) para nuestro

caso:

prs  plz
5

EJy" = s (107)

Teniendo presente que la viga no se flexiona en sus extremos O y 4,
para resolver la ecuacién diferencial (107), es decir, para hallar y
utilizaremos las condiciones en los extremos de la viga:

¥y=0 para z=0 e y=0 para z=1L
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Integrando (107) v haciendo uso de las condiciones en los extremos
de la viga, obtenemos

P

=i (2* - 22° + Pz). (108)

y

La ecuaci6n (108) es la ecuacién de la linea eldstica. En las aplicaciones
préicticas la férmula (108) se usa para calcular la flexion méxima de
la viga. En este ejemplo concreto, valiéndonos de la simetria del

l
problema hallamos que la flexion maxima se da cuando = = E. y es

ll.
P donde E =21.10° kef

TV 50 J =3-10% cm’.
Cmy

igual a

2 Transporte de madera

Al transportar troncos de édrboles desde los aserraderos hasta las
empresas madereras, los vehiculos transportadores pasan obligato-
riamente por caminos forestales. Comiinmente el ancho de un camino
forestal no permite el paso de mds de un vehiculo. Con el fin de
que puedan pasar dos vehiculos que se mueven al encuentro, en
el camino se construyen varias vias muertas. Eludamos la pregunta
acerca del horario 6ptimo de trabajo que garantiza que los vehiculos
que van y vienen se encuentren precisamente en las vias muertas,
y dediquémonos a establecer cuan anchas deben ser las curvas y qué
trayectoria debe seguir el chofer en las curvas para que pueda trans-
portar, por ejemplo, troncos de treinta metros de longitud. Al mismo
tiempo, vamos a suponer que la capacidad de maniobrabilidad del
vehiculo es suficiente para que se pueda desplazar con facilidad en
tramos de camino bastante limitados.

www.FreelLibros.me



Comiinmente, un vehiculo transportador de madera se compone de
un tractor y de un remolque, los cuales estan enganchados de tal
manera que pueden girar libremente uno respecto al otro. El tractor
tiene un eje delantero libre y dos ejes traseros fijos, sobre los cuales
se instala un soporte que gira libremente sobre su propio eje en un
plano horizontal, y cuya funcién es sostener los troncos por uno de
los extremos. El remolque, sujeto al tractor mediante un eje, posee
s6lo dos ejes traseros fijos y un soporte similar al del tractor para
sujetar el segundo extremo de los troncos. El chasis del remolque
consta de dos tubos metilicos, uno de los cuales puede entrar en el
otro, permitiendo de esta manera que la longitud del chasis cambie
durante el movimiento y que el tractor y el remolque se muevan
independientemente. En la figura 40 se ilustra el esquema de un
vehiculo como el que acabamos de describir. En el esquema, los

Fig. 40

puntos A y B representan los ejes de giro de los dos soportes,
situados a una distancia h uno del otro. Mediante XY denotamos
los troncos de édrbol (para ellos AX = Ah). El punto C indica el eje
que une el tractor con el remolque, siendo AC = ah (usualmente
a =03 y en el caso mds simple, a = 0). Ademids, FF es el gje
delantero del tractor, PP, Q@ son sus ejes traseros, y RR, §S son
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los ejes del remolque. Todos los ejes tienen la misma longitud 2L.
Supongamos que el ancho del vehiculo también es igual a 2L.
Finalmente, asumiremos que el ancho de la parte trasera de la carga
es 2W. Mds adelante necesitaremos el concepto de envergadura de
carga del vehiculo. Comiinmente se define la envergadura de carga
como la desviacion mdxima de su parte trasera (del punto X del
esquema) respecto a la trayectoria del vehiculo. Consideremos que
el ancho del camino es 28k y las curvas tienen la forma de un

h
arco de circunferencia de radio 5 Y centro en el punto O (fig. 41).

Para simplificar asumiremos que el
vehiculo cargado de troncos entra
en la curva de tal manera que el
tractor y el remolque se encuen-
tran en linea recta, y el eje del
soporte delantero (punto A) esta
exactamente sobre la linea media
del camino. Como se aprecia en
la figura 41, el punto A esta de-
terminado por el angulo x que
forma el tractor AC con la direc-
cién inicial. Definamos un sistema
de coordenadas cartesianas rectan-
gulares Ozy de manera que el eje
de las abscisas sea paralelo a la direccién inicial escogida. Denotemos
con # el dngulo que forma al haz de troncos con la direccién inicial.
Por dltimo, representando con u al dngulo BAC en la figura 41,
obtenemos que u = x — #. Generalmente el angulo « se conoce con el
nombre de dngulo de retraso del vehiculo. El semiancho requerido h
del camino se denomina semiancho del camino en el lado exterior
de la curva. Este semiancho determina la envergadura de carga del
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vehiculo en la curva vy es igual a la suma algebraica OX — 04 + W.
El semiancho del camino en el lado interior de la curva es la suma
algebraica OA + L - OP, donde OP es la distancia desde el punto O
hasta AB.

Supongamos que cuando el vehiculo se desplaza las llantas no
resbalan hacia los lados o que, en caso contrario, la desviacién
es muy pequefia. Esta condicion garantiza que la linea media del
tractor AC sea tangente al arco de la circunferencia en el punto A
y, por lo tanto, OA sea perpendicular a AC y el dngulo x quede
definido todo el tiempo por el movimiento del punto A sobre el
arco de la circunferencia. Al construir los caminos, la curvatura
de las curvas estd determinada por el dngulo N correspondiente
a una longitud de arco de la curva aproximadamente igual a 30 m.
De acuerdo con la notacién que hemos adoptado,

N= ad &, (109)

T h
donde h se mide en metros. Por ejemplo, para A =9 m y a =0,
resulta N =~ 19°. §i h = 12 y a = 1,0, entonces N = 142°. Como
indica la prictica, se deben considerar solamente los valores de «a
que satisfagan la condicion 0 < a < 1, pero tan cercanos a 1 como
se pueda, con el fin de aumentar la posibilidad de maniobrabilidad
del vehiculo.

La longitud AR de cada tronco es mayor que h, pero partiendo
nuevamente de consideraciones practicas, no debe superar 3h. Asi,
los valores de A satisfacen la condicion 1 < A < 3. En cuanto a la
constante a, se supone que 0 € a < 0,5. Finalmente, la magnitud
de h depende de cada caso concreto, aunque varia dentro de los
limites 9-12 m.
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Puesto que las llantas del tractor no resbalan lateralmente, las
coordenadas del punto A en la figura 41 son

h
T=—seny, y_Ecosx,

y las del punto B son

h
X:;senx—hcnsﬁ',

A (110)
¥ = ;cosx+hsen9‘

Como las llantas del remolque tampoco resbalan, el punto B se
mueve en las direccion BC y

dY

ax tg v, (111)
donde 7 es el angulo que forma BC con la direccién inicial. Con
ayuda de la igualdad y = u + @, del tridngulo ABC obtenemos las
igualdades

sen (x = ) _ sen(8— ) _ senu

h ah bh ' L

donde 0 < b < 1 y los éngulos #,8 y u son funciones de x.
Valiéndonos de (110) y (111), obtenemos

(-5 senx+hg cose)
z ny dxcos cos ¢ +

NLE 10—
— {08 s =U
o S8 X dxsen sen
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Simplificando la 1ltima igualdad resulta

d
sen(y — ) = aa cos (8 = ). (113)

Sustituyendo ¢ de (112) en la ecuacion (113) y teniendo presente la
igualdad y =u + & y que # =0 para x = 0, llegamos a la ecuacién
diferencial ®

du sen

—_=]l-— 114
dy (]l —acosu) L

con la condicidn inicial u(0) = 0. En esta ecuacion, el angulo de
retraso u cumple el papel de funcién incognita.

La ecuacion diferencial (114) se puede integrar con ayuda del cambio
u

de variable tg 5 = v, pero la relacion entre las variables u y x que

se obtiene en la respuesta es tan compleja que el andlisis siguiente

se dificulta considerablemente. Por esta razén, se recomienda utilizar

algiin método numeérico de resolucién para obtener una solucién,
aunque sea aproximada A,

En la figura 42 se muestran los graficos de la solucién correspondien-
tes a diferentes valores de a (@ = 0,3). En ellos se ve como varia el

® Tayler A. B. The Sweep of a Logging Truck // Math. Spectrum. 1974-1975. V.7, No 1.
P 19-26.

TN, del T En el original en ruso el autor resuelve la ecuacion (114) por el método de
Runge—Kutta de segundo orden, utilizando para ello la calculadora “ELEKTRONIKA
BZ-34". En lugar de esto, se puede hacer uso de alguno de los programas matemdticos
disponibles en el mercado, tales como MAPLE, MATHEMATICA, etcétera.
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dngulo de retraso u respecto al dngulo x. Para una mejor ilustracién,
se han tomado escalas diferentes en los ejes u y x.

c=0,9878826

Hallemos ahora la envergadura de carga del vehiculo, empleando
para ello el semiancho del camino en el lado exterior de la curva,
el cual, como vimos, es igual a la suma algebraica OX — OA + W
(fig. 41). Hallemos ante todo

» h 2 h 2
00X = ;-senx—lhcosﬂ + ;cosx+.\hsen8 =

1
:h2(§+.\2—2isenu).
&

De aqui se deduce que la envergadura de carga decrece con el aumen-
to de x, ya que crece el éngulo de retraso u. Consiguientemente, el
semiancho maximo del camino Gh se calcula con la formula

1 1+
s

] W
B=1/N+ =
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Las lineas continuas en la figura 43 corresponden a los diagramas

w
que relacionan las variables 5 — & Y« pana diferentes valores de A,

L
Las lineas discontinuas muestran cuil debe ser el valor de g - h

W L
Ak A=
) g
1F _ 1

A=3 !
| a=0
/
/ =03
A=2 }{ FI' a=0,
L g
A
Wi A=l
, -
== ’__.a’
f’/’
r”."'.
0 1 [P "0
Fig. 43

para obtener la “holgura” necesaria en el lado interior de la curva.
Ademis, en cualquier posicién que ocupe el vehiculo en la curva
debe verificarse la condicién

1. L 1 L
B=—=(1=cosu)+ — < E” —cos C) +

- A e (115)

donde C es el valor limite de la solucién. El nimero C se halla
a partir de la condici6n

a(l —acosC)=senC,
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que conduce a la férmula

a(l —ay/1-a* +a2ui)

C = arcsen 17 oal :

Dado que el valor de C decrece al disminuir a, entonces en el caso
simple, cuando el vehiculo consta de una sola pieza (@ = 0), el
dngulo de retraso es méximo, y de la condicién (115) hallamos

L 1 1-v1-a?
ﬁ-;ﬁ;(l—CDSC) =;¢-—.

a=(0 o

Finalmente, veamos las conclusiones que se infieren de los razona-
mientos expuestos hasta el momento. Primero que todo, pasemos a
un caso tipico que ilustra los resultados obtenidos.

Si la distancia entre los soportes de los troncos es igual a 12 m y el
vehiculo pasa por una curva en forma de arco de circunferencia de
60 m de radio, entonces a = 0,2 y, en virtud de la formula (109),
la curva es de aproximadamente 28°. Si bajo estas condiciones el
ancho del vehiculo es 2,4 m y el ancho de la parte posterior del haz de
troncos es 1,2 m, entonces, dado que los troncos tienen una longitud
de 24 m (un extremo del haz reposa sobre el soporte delantero),

w L
concluimos que A =2, F =005y 5 =0.1. Asi, de la figura 43 se

infiere que para todo valor de a se tiene que 8 = 0,45 para el lado
exterior de la curva y § = 0,2 para el lado interior. Te6ricamente,
el semiancho necesario del camino en el lado exterior de la curva
es 54 m y en el lado interior es 24 m. Si los troncos miden 14,4 m
de longitud a partir del soporte delantero y el ancho del extremo
posterior del haz de troncos es igual a 1,8 m, entonces A = 1,2.
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El valor de @ en este caso es igual a 0,22 para los lados exterior e
interior de la curva. Por esto, el semiancho necesario del camino en
el lado exterior de la curva es igual a 2,64 m y en el lado interior,
como sucedid en el caso anterior, a 2,4 m. De estos razonamientos se
deduce que mientras mas larga sea la carga, mas ancho debera ser el
camino en las curvas. En particular, comparando los dos casos recién
examinados vemos que un aumento de la longitud de los troncos
en 9,6 m exige un aumento del ancho de las curvas en 2,76 m para
que el chofer pueda conducir el vehiculo en la curva siguiendo una
linea cuya longitud es aproximadamente igual a la longitud de la
linea media del camino. La prictica demuestra que para un chofer
con poca experiencia el ancho total del camino en la curva debe ser
de 10,8 m como minimo (para una carga de 24 m de longitud y un
ancho del vehiculo igual a 2,4 m).

La teoria desarrollada aqui muestra que la méxima envergadura de
la carga se obtiene cuando el vehiculo entra en la curva, ya que pre-
cisamente en este momento el angulo de retraso aumenta. La misma
afirmacién es valida en un punto de inflexion cuando el vehiculo
pasa en zigzag de una curva a otra. Los resultados ilustrados en la
figura 43 corresponden al caso en que el tractor y el remolque estin
en linea recta antes de entrar en la curva. Pero si hay un dngulo inicial
de retraso C;, debido a un zigzag de la curva, entonces la condicién
inicial en la ecuacién diferencial (114) debe tener la forma u(0) = -C,,.
En este caso, el ancho necesario del camino se halla con la férmula

1 A 1 W
B= Az+;+2;sencﬂ—-;+‘x.

Destaquemos que en el caso de un remolque simple, o sea, cuando
a =10, es imposible vencer la curva si a > 1. Sin embargo, pa-
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ra valores relativamente grandes de a el pardmetro a ya puede
tomar valores mayores que 1, siempre que satisfagan la igualdad

a(1 —acos C) =sen C. Asi pues, o tiene el valor maximo

1

Vi-d
y para el valor practico extremo a = 0,5 tenemos a = 1,25.
A modo de conclusion, sefialemos que para los valores de a mayores
que 0,5 es posible lograr una economia considerable del ancho del
camino aumentando el valor de a (fig. 43), y para una carga tal que A
sea no mucho mayor que A = 1, el valor de a se elige de manera
que el semiancho requerido del camino en el lado interior de toda
curva siempre sea menor que en el lado exterior.
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CAPITULO 2

Métodos cualitativos
de analisis
de modelos
diferenciales
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En la primera parte del libro formulamos algunos problemas y
construimos sus modelos diferenciales. Y gracias a que pudimos
integrar las ecuaciones diferenciales obtenidas, logramos responder
satisfactoriamente a las preguntas planteadas. Sin embargo, como se
indic6 en el prologo, la gran mayoria de las ecuaciones diferenciales
no pueden se integradas mediante funciones elementales. Por esta
razon, al examinar muchos modelos diferenciales de fenémenos y
procesos reales, es necesario recurrir a métodos que proporcionen
la informacién necesaria a partir de las propiedades de la ecuacién
diferencial, sin tener que resolverla.

En este capitulo mostraremos ejemplos concretos de aplicacion de
los procedimientos y métodos elementales de la teoria cualitativa de
las ecuaciones diferenciales ordinarias a la resolucién de problemas
practicos.

1. Curvas a lo largo de las cuales
la direccién de la aguja
magnética no varia

En los procesos de infegracidn cualitativa, cuya esencia consiste en
esclarecer el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones
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diferenciales ordinarias, a veces resulta provechoso utilizar una pro-
piedad comiin de las ecuaciones diferenciales, analoga a la propiedad
que posee el campo magnético en la superficie de la Tierra: sobre
la superficie terrestre se pueden indicar curvas a lo largo de las cuales
la direccidn de la aguja magnética es constante.

Analicemos la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

d
d—y = f(z, ), (116)
r

donde la funcion f es univoca y continua respecto a las variables
x e y en cierta region D del plano (z, y). La ecuacion diferencial (116)
le asigna a cada punto M(z,y) del dominio D de la funcién f el

d
valor Ei , es decir, la pendiente K de la tangente a la curva integral

en el punto M(z,y). En vista de esto, se dice que la ecuacién
diferencial (116) determina una direccion o elemento lineal en todo
punto Mz, y) de la region D. El conjunto de todos los elementos
lineales en [? se conoce con el nombre de campo direccional o campo
de elementos lineales. Grificamente, un elemento lineal se puede
representar mediante un segmento (del que M(z,y) es un punto
interior) cuyo dngulo # con la direccion positiva del eje z satisface la
relacion K = tg & = f(z, ). De aqui se infiere que, geométricamente,
la ecuacién diferencial (116) expresa el hecho de que la direccidén de la
tangente coincide con la del campo en cada punto de la curva integral.

Los campos direccionales se pueden construir con ayuda de isoclinas
(del griego isos — igual, y klino — inclinar), las cuales son conjuntos
de puntos del plano (z,¥) en los que la direccién del campo
determinado por la ecuacién diferencial (116) permanece constante.
En el caso del campo magnético en la superficie terrestre, una isoclina
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es una curva a lo largo de la cual la direccion de la aguja magnética
se mantiene invariable,

La familia de isoclinas de la ecuacion diferencial (116) esta dada por
la ecuacién
Mz, y)=v,

donde r es un parametro real variable.

Conociendo las isoclinas de una ecuacién diferencial podemos obtener
una informacién aproximada del comportamiento de sus curvas inte-
grales. Examinemos, por ejem- y
plo, la ecuacién diferencial

dy 2, 2
— =+ “

dr ¥

no integrable mediante funcio-
nes elementales. La familia

g4y =v (¥>0)

de isoclinas de la ecuacion da-
da estd constituida por circun-
ferencias concéntricas del plano Fig. 44

(z,y), de radios /¥ y centros

en el origen de coordenadas. La pendiente de la tangente a cada
curva integral en todo punto de toda isoclina es igual al cuadrado
de la longitud del radio de dicha isoclina. Esta informacién es sufi-
ciente para hacernos una idea sobre el comportamiento de las curvas
integrales de la ecuacion diferencial examinada (fig. 44).

Gracias a que este ejemplo es bastante sencillo hemos logrado
establecer sin mucha dificultad como se comportan las soluciones
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de la ecuacion diferencial; pero aun en casos de ecuaciones mds
complicadas puede resultar (itil conocer sus isoclinas.

Veamas ahora un método geométrico de integracidn de las ecuaciones
diferenciales del tipo (116), método que esta basado en las propiedades
geométricas de las curvas
Jz,y)=0, (Iy)
8f(z,y)  8f(z v B
e =t ay Jz, ¥ =0 (L)

Todos los puntos de las curvas con isoclinas nulas definidas por la

d
ecuacién (I;) cumplen la condicion Ey = 0. Esto significa que los

puntos de dichas curvas bien podrian ser puntos de méximo o de
minimo de las curvas integrales de la ecuacién diferencial inicial.
Esta es precisamente la razén por la que vale la pena analizar por
separado el conjunto de isoclinas nulas.

Con el fin de mejorar la aproximacién en la construccion de las
curvas integrales se suele hallar también el conjunto de sus puntos
de inflexion (si es que existen). Como se sabe, los puntos de inflexion
se deben buscar haciendo uso de la condicién y” = 0. Derivando la
ecuacion (116) y despejando 3", se obtiene

i af(z, y) M af(z, y)y. = afiz.y) 4 df(z,y)

oz dy dz dy

fz.y)

Esto indica que las lineas dadas por la ecuacién (L) son las posibles
lineas de puntos de inflexion'. En particular, se deduce que todo

! Estamos suponiendo que las curvas integrales que llenan cierta regién poseen la
propiedad de que por cada punto de dicha regi6n pasa una sola curva integral.
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punto de inflexion de una curva integral es un punto de tangencia de
la curva integral con una isoclina.

Las curvas de extremos (de puntos de mdximo o minimo) y de puntos
de inflexién de las curvas integrales dividen el campo de definicion
de la funcién f en subregiones S,, S,,..., 5, donde la primera y
segunda derivadas de la solucién de la ecuacién diferencial tienen
signos determinados. En cada caso concreto, hallando estas regiones
podemos construir un esquema del comportamiento de las curvas
integrales.

Como ejemplo, consideremos la ecuacién diferencial y' = 2 + y.

La ecuacion correspondiente de la curva (I))es z+y =0,6 y = —=z.
Comprobando directamente vemos que la curva (I;) no es una curva
integral. En cambio, la curva (L), cuya ecuaciénes y + 2+ 1 =0,
sf es una curva integral de la ecuacién dada y, por tanto, no es una
linea de puntos de inflexién.

Las rectas (I) y (L) dividen el plano (z,y) en tres subregiones
(fig.45): la regién S, (y' > 0, ¥" > 0) a la derecha de la recta (I); la
regién S, (y' <0, ¥" > 0) entre las rectas (I,) y (L), y la regién S,
(¥ <0, ¥ <0)alaizquierda de la recta (L). Los puntos de la recta
(I;) son puntos de minimo de las curvas integrales. A la derecha
de (I) las curvas integrales crecen y a la izquierda, decrecen (en la
figura 45 de izquierda a derecha). No hay puntos de inflexién. A la
derecha de la recta (L) las curvas son convexas hacia abajo, v a la
izquierda, convexas hacia arriba. El comportamiento general de las
curvas integrales se ilustra en la figura 45.

Nétese en este ejemplo que la recta integral (L) es una especie de
curva “divisoria”, puesto que separa una familia de curvas integrales
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Fig. 45

de la otra. Tales curvas se suelen llamar separatrices (del término
latino separator).

2. ;Necesitan los ingenieros
los teoremas de existencia
y unicidad?

En la seccién anterior, al referimos a las isoclinas y lineas de puntos
de inflexién supusimos ticitamente que la ecuacién diferencial consi-
derada tiene solucién. La respuesta a la pregunta sobre la existencia
¥ la unicidad de las soluciones se encuentra en los denominados
teoremas de existencia y unicidad, importantes no solo en la teoria,
sino en la prdctica.
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La importancia de los teoremas de existencia y unicidad radica en
que nos dicen si tiene o no sentido aplicar los métodos cualitati-
vos de la teoria de las ecuaciones diferenciales en el proceso de
resolucién de problemas concretos (de las ciencias naturales o de
la técnica) cuyos modelos matemadticos contienen ecuaciones dife-
renciales; también son importantes porque sirven de base para la
obtencidn de nuevos métodos y teorias. A menudo, las demostra-
ciones de los teoremas de existencia y unicidad tienen implicitos
métodos de busqueda aproximada de las soluciones con cualquier
grado de precision. Por esto es que los teoremas de existencia y
unicidad juegan un papel fundamental tanto en la teoria cualitati-
va de las ecuaciones diferenciales como en los métodos numéricos
de resolucidén.

En la actualidad existe una gran variedad de métodos numéricos
de resoluciéon de ecuaciones diferenciales. A pesar de que estos
métodos tienen el defecto de que cada vez que se aplican dan una
sola solucién numeérica concreta —lo que restringe su uso—, ellos
son utilizados ampliamente en la préctica. Senalemos, ademis, que
con el fin de evitar interpretaciones y conclusiones erréneas en los
procesos de integracion numérica de las ecuaciones diferenciales, ésta
debe estar precedida por la verificacién de los teoremas de existencia
v unicidad.

Antes de mostrar dos ejemplos sencillos” que ilustran y explican
los comentarios anteriores, enunciemos una de las variantes de los
teoremas de existencia y unicidad.

 Roberts C.E., Jr. Why teach existence and uniqueness theorems in the first course
in ordinary differential equations? // Int. |. Math. Educ. Sci. Technol. 1976. V.7, Na 1.
P41-44
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Teorema de existencia. Si la funcidn f(x,y) de la ecuacion (116)
estd definida y es continua en cierta regicn acotada D del plano (z, y),
entonces para todo punto (z,,y,) € D existe una solucion y(z) del
problema de valores iniciales™

d,
Z=f@y), ve) =y 1)
definida en cierto intervalo que contiene el punto z,,

Teorema de existencia y unicidad. Si en cierta region acotada D
del plano (x,y) la funcion f(z,y) de la ecuacién (116) estd definida,
es continua y satisface la condicion de Lipschitz

|7(z, ) - flz. 3)| < Lly, -3,

respecto a la variable y, donde L es una constante positiva, entonces
para todo punto (T, ¥, € D existe una tnica solucion y(z) del
problema de valores iniciales (117) definida en cierfo infervalo que
contiene al punto .

Teorema de prolongacion. Bajo las condiciones del feorema de
existencia o del teorema de existencia y unicidad, toda solucion de la
ecuacién (116) con las condiciones iniciales (x,y,) € D, puede ser
prolongada hasta un punto tan cercano como se quiera de la frontera
de la region D. En el primer caso la prolongacion no es necesariamente
univoca, mientras que en el sequndo caso si lo es.

3 Un pmb!ema consistente en hallar la solucidn de una ecuacion diferencial que
satisfaga cierta condicion inicial {en este caso, la condicion ylzp) = po). se lama
problema de valores iniciales o problema de Canchy.
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Ahora si veremos un ejemplo. Resolver el problema de valores
iniciales

r &€
en el intervalo [—1, 3] por el método iterativo de Euler
yi+| = + hfczi'yi)

con paso h =0,1.

T
La ecuacién 3" = —§ sirve de modelo diferencial, entre otros, al

problema que se examinard en la pagina 140 y que esta relacionado
a un sistema conservativo constituido por un cuerpo que se mueve
siguiendo trayectorias horizontales en el vacio bajo la accién de
resortes lineales.

Para resolver el problema (118) por el método de Euler se puede
escribir un programa en algin lenguaje de programacién o utilizar
uno de los muchos programas matematicos disponibles en el mercado.
En dltima instancia se puede acudir a un proceso manual. En todo
caso obtendremos una tabla como la siguiente:

& -10 |-09|-08|-07(-06| <05 | =04 -0,3 =02

y(z)| 0210 | 0686|0817 [0915]0992| 1052 | 1,100 | 1,136 1,163

x -01 |00 | 01 )02 03 04 0,5 0.6 07

y(z)| 1,180 |1,188|1,188|1,180 (1,163 | 1,137 | 1,102 | 1056 | 1,000
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T 08 09 | 10 | L1 1,2 13 14 15 1,6

y(z)| 0930 |0.844|0,737 | 0,601 [0418| 0,131 | -0859 | —0,696 | —0,480

z 1.7 18 | 1,9 | 20 | 21 2,2 23 24

y(z) | —0,146| 1,014 | 0,837 | 0,609 | 0,281 | =0,465 | 0,007 | —31,625

En la figura 46 se ilustran los resultados.

v

Fig. 46

z
Remitdmonos ahora al teorema de existencia. La funcién f(z, y) = —;

del problema de valores iniciales (118) esta definida y es continua en
todo el plano (z, y), salvo en los puntos del eje Oz. Por consiguiente,
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conforme al teorema de existencia, existe una solucién y(z) del
problema inicial (118) definida en cierto intervalo que contiene al
punto x, = —1; de acuerdo con el teorema de prolongacién, dicha
solucién puede ser prolongada hasta un valor y(z) cercano a y(z) = 0.

El método de Euler nos permitié hallar una solucién del problema
de valores iniciales (118) en cierto intervalo {a, b) (donde a < -1
y 13 < b < 1,4). No obstante, el intervalo real de existencia de la
solucién del problema inicial (118) se puede establecer partiendo de
las caracteristicas concretas de la ecuacitn diferencial. De hecho, por
cuanto la ecuacion es de variables separables, tenemos

judv—jfd&
=1

Integrando hallamos la solucion

y=+/1,0441 - 2%,

Se puede apreciar que la solucién del problema (118) existe solamente
en el intervalo abierto |z| < +/1,0441 = 1,0218,

De este modo, gracias al teorema de existencia (y al teorema de
prolongacién) pudimos eliminar el intervalo donde el problema
dado no tiene solucién. Esto muestra que utilizando solamente
la integracion numérica podemos llegar a resultados incorrectos.
Lo que ocurre en este ejemplo es que cerca del eje @ la pendiente
de la solucion y = y(z) se aproxima mucho a 180°. A causa de
esto, mientras la variable independiente  cambia 0,1 unidades, la
funcién ¥ logra “saltar” al otro lado del eje  y cae sobre una curva
integral diferente de la inicial. Esto sucede porque en cada iteracién
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el método de Euler considera tinicamente la pendiente en el punto
analizado.

El ejemplo siguiente es atin mds aleccionador.

Resolver el problema de valores iniciales
v =32y, y-1)=-1 (119)

en el intervalo [—1,1], primero por el método de Euler con paso h=0,1
y, después, por el método mejorado de Euler, con el mismo paso.

Recordemos que la sucesion de aproximaciones del método mejorado
de Euler se calcula con la férmula recurrente

Yisr =¥ H R0 Viga )

donde

hi(z; ;)
Ynp=ht—

-

La tabla siguiente presenta los resultados obtenidos por el método
de Euler:

z -10 -0,9 -08 -0,7 -0,6 -0,5 -04

wi(z) | -1,000 | —0,7000 | —0,460 | ~0,275 | —0,138 | —0,045 | —0,008

z =03 =02 -0,1 00 0,1 02 03

yiz) | -0016 | 0007 | -0005( 0000 | 0000 | D003 | 0011
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wmlz) | 0,031 0068 | 0129 | 0220 | 0347 | 0516 | 0732

En la figura 47 se puede apreciar la solucién aproximada del proble-
ma (118).

Los cdlculos correspondientes al método mejorado de Euler se expo-
nen en la tabla siguiente:

i =10 -09 0,8 =0,7 -06 0,5 -04

thiz) | =1,000 | -0,730 | -0514 | —0,346 | —0,219 | —0,129 | 0,068

r =03 =02 =01 0,0 0,1 0.2 03

walz) | =0,031 | —0,012 | -0,004 | —0,002 | —0,004 | 0,013 | —0,033

x 04 05 06 0.7 0.8 09 L0

wiz) | =0,071 | =0,133 | =0,225 | -0,352 | —0,522 | —0,739 | —1,010

El grifico de la solucién obtenida por el método mejorado de
Euler se muestra en la figura 48. Un hecho asombroso que se
percibe inmediatamente es la gran diferencia entre las soluciones
representadas en las figuras 47 y 48.

Con el objeto de aclarar la causa de tal diferencia, integremos la
ecuacion inicial, Separando las variables, tenemos
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_/’f”“dﬂ=3f£d£.
-1

de donde
y= +z°.

Aqui se ve claramente que con el método de Euler aproximamos la
funcién g, (z) = z*, mientras que con el método mejorado de Euler,
la funcién

3 -

T si <0,
,(x) =
%(2) {—2:3 si x>0

Pero tanto y, como y, son soluciones del problema inicial (119), asi
que en el intervalo [1, —1] la solucién de este problema no es tnica.

Utilizando ahora el teorema de existencia y unicidad, lo primero que
notamos es que el problema (119) tiene solucion en cierto intervalo que
contiene al punto x, = —1, puesto que la funcién f(z, y) = 3z.37 es
continua en todo el plano (z, y). Por el teorema de prolongacion, dicha
solucién se puede prolongar en un intervalo cualquiera. Ademds,
o W;_ﬂ;w = zy ", la funcién f(z,y) = 327 satisface la
condicidn de Lipschitz respecto a la variable y en toda region que no
contenga puntos del eje x. Se puede demostrar que la funcién f(z, y)
no satisface la condicion de Lipschitz en regiones que contienen
puntos del eje z. Resumiendo, del teorema de existencia y unicidad
(y del teorema de prolongacion) se deduce que la solucion del
problema (119) se puede prolongar de manera tinica, al menos hasta
el eje z. Sin embargo, va que la recta ¥ = 0 es una solucion singular
de la ecuacién diferencial §' = 3z %, apenas ¥ se iguale a cero,

com
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la solucién del problema (119) va no podré ser prolongada de manera
tinica mas alla del punto O(0, 0).

Asi pues, con ayuda del teorema de existencia y unicidad (y del
teorema de prolongacién) pudimos interpretar correctamente los
resultados de la aplicacion del método numérico de Euler, Concre-
tamente, concluimos que s6lo en el intervalo (-1, 0] el problema de
valores iniciales (119) tiene una solucién finica.

3. Interpretacion dinamica
de las ecuaciones diferenciales
de segundo orden

Consideremos la ecuacién diferencial no lineal

d’z dzx
F=I(3fa). (120)

uno de cuyos casos particulares es la ecuacion diferencial de segundo
orden obtenida en la pigina 66 cuando analizamos el problema del
reloj de péndulo.

La ecuacién (120) también sirve de modelo diferencial de un sistema
dindmico simple constituido por una particula de masa unidad que
se desplaza a lo largo del eje z (fig. 49) bajo la accién de una

d dx
fuerza )'(:, d—::) A cada par de valores de las magnitudes x y )

que caracterizan el estado del sistema en todo instante, le corresponde
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(=)

Fig. 49 Fig. 50

dx
un punto del plano de estados o plano de fase (I'E) {fig. 50).

El plano de fase es una representacion del conjunto de todos los
estados posibles del sistema dindmico, con la propiedad de que
a cada nuevo estado del sistema le corresponde un punto diferente
del plano de fase. Asi pues, a la variacién de estados de un sistema
se le puede poner en correspondencia el movimiento de cierto punto
en el plano de fase. Tal punto recibe el nombre de punto fmagen.
La trayectoria del punto imagen se denomina trayectoria de fase y la
velocidad del punto, velocidad de fase.

d.

Mediante el cambio de variables y = 5 la ecuacién (120) se reduce
al sistema de dos ecuaciones diferenciales

dr dy

i [z, o). (121)
Considerando la variable ¢ como un parametro, la solucién del
sistema (121) es un par de funciones z(t), y(f) que determinan cierta
curva (trayectoria de fase) en el plano de fase (z, ).

El sistema (121), al igual que el sistema mas general

dx dy
i X(z, y) i Yz, y) (122)
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donde las funciones X e ¥ son continuas junto con sus derivadas
parciales en cierta region D), se caracteriza por la propiedad siguiente:
si z(t), y() es solucién del sistema (121), entonces

z=z(l+C), y=ylt+0C), (123)

donde € es una constante arbitraria real, también es solucion de (121).
Sin embargo, a toda la familia de soluciones de (123) le corresponde
una sola trayectoria en el plano de fase (z, y). Es mas, dos trayectorias
de fase con puntos comunes coinciden. Por otra parte, al crecimiento
y decrecimiento del pardmetro ¢ le corresponden sentidos diferentes
de movimiento del punto imagen por su trayectoria. Dicho de otra
forma, la trayectoria de fase es una curva orientada. En las figuras
este hecho se ilustrard con ayuda de flechas sobre los gréficos de las
trayectorias de los puntos imagen.

Los sistemas tipo (122) pertenecen a la familia de los denominados
sistemas diferenciales auténomas o sistemas diferenciales estacionarios,
que no son mas que sistemas de ecuaciones diferenciales ordina-
rias con segundos miembros que no dependen explicitamente del
tiempo t. Si al menos uno de los segundos miembros del sistema
depende explicitamente del tiempo {, el sistema se denomina sistema
no auténomo o sistema no estacionario.

A cada solucién periédica no constante z(t) de la ecuacion (120)
le corresponde una curva simple cerrada (una curva cerrada sin
autointersecciones) en el plano de fase (z,y). El reciproco de esta
afirmacién también es cierto.

Supongamos que el sistema diferencial (122) estd dado en todo el
plano (z,y). Entonces, en general, las trayectorias de fase cubren
completamente el plano de fase sin cortarse la una con la otra.
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En caso de que en cierto punto M,(z,, y,) se cumplan las igualdades

X(:Q: yo) = Y(”o: yn} =0,

la trayectoria degenera en un punto. A los puntos con esta propiedad
se les denomina punios singulares. En adelante trataremos bdsica-
mente con puntos singulares aislados. Un punto singular M(z,, ¥,)
se llama aislado si se puede indicar un entorno donde €l es el tnico
punto singular.

Todo punto M(z,, 0) donde y = 0, f(z,, 0) = 0. es un punto singular
de la ecuacion (120). Desde el punto de vista de la fisica, este punto

singular corresponde al estado de una particula de masa unidad
2

dx Ii T
con velocidad Fy y aceleracion E% — P iguales a cero simulta-

neamente. Dicho de otro modo, corresponde a un estado de reposo
(de equilibrio) de la particula. Por esta razén, los puntos singulares
también se conocen como puntos de reposo o puntos de equilibrio.

Puesto que los estados de equilibrio de un sistema fisico caracterizan
los puntos singulares de su estado, la clasificacién y el estudio de
tales puntos ocupan un lugar destacado en la teorfa de las ecuaciones
diferenciales.

El problema de la clasificacién y el estudio de los puntos singulares
de los sistemas diferenciales tipo (122) tiene sus origenes en la teoria
de las velocidades y aceleraciones de los liquidos, y fue considerado
con detalle por primera vez por el cientifico ruso N. E. Zhukovski
en su tesis de maestria “Cinematica de los cuerpos liquidos” (1876).
Los nombres de los diferentes tipos de puntos singulares fueron
propuestos inicialmente por el matematico francés H. Poincaré.
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Tratemos de establecer qué significado fisico se le puede atribuir
a las trayectorias de fase y a los puntos singulares de los sistemas
diferenciales tipo (122). Para una mejor comprensitn, introduzcamos
un campo vectorial bidimensional (fig. 51) definido por la funcién

Viz, y) = Xz, y)i+Y(z, 0|,

donde i y j son los versores (vectores unitarios) de los ejes de
coordenadas cartesianas & e y, respectivamente. Este campo tiene
dos componentes en todo punto P(z,y): una horizontal X(z,y)

d i
y una vertical ¥ (z,y). Puesto que Ex =X(z.y) y Et!i =Y(z y)

el vector ligado a todo punto no singular P(z,y) es tangente a la
trayectoria de fase en dicho punto.

Si interpretamos la variable ¢ como el tiempo, entonces al vector V se
le puede asignar el papel de vector de velocidad del movimiento del
punto imagen a lo largo de la trayectoria. De esta manera, podemos
considerar que todo el plano de fase estd colmado de puntos imagen y
que una trayectoria de fase es la huella que deja cierto punto imagen
en movimiento, Como resultado de tal interpretacion llegamos a una
analogia con el movimiento plano de un liquido incompresible.
Dado que el sistema (122) es auténomo, el vector V en cada punto
fijo P(z, y) no cambia con el tiempo, por lo que el movimiento del
liquido es estacionario. Las trayectorias de fase son, entonces, las
trayectorias de movimiento de las particulas del liquido, y los puntos
singulares O, 0, 0" (fig.51) representan particulas inméviles.

Los hechos mis caracteristicos del movimiento representado en la
figura 51 son:

1) la existencia de puntos singulares;

2) la variedad de las trayectorias cerca de los puntos singulares;
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Fig. 51

3) la existencia simultinea de puntos estables e inestables;

4) la presencia de trayectorias cerradas, que en este caso corres-
ponden a movimientos periddicos.

Las caracteristicas que acabamos de enumerar constituyen la parte
mas importante del refrato de fase, que no es mas que el cuadro
completo del comportamiento de las trayectorias de fase del sistema
general (122). Debido a que, como se indicd antes, muchas ecuacio-
nes diferenciales no se integran mediante funciones elementales, el
objetivo de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales del
tipo (122) es procurar construir un retrato de fase lo mas completo
posible a partir de las funciones X(z,y) e ¥Y(z, y).

4. Sistemas mecanicos conservativos

Es bien sabido de la practica que en los sistemas dindmicos reales
la energia se disipa. Comunmente, la disipacién de energia es
ocasionada por algin tipo de rozamiento, Al mismo tiempo, en
algunos casos concretos la disipacion ocurre tan lentamente que la
podemos despreciar si nos limitamos a considerar un intervalo de
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tiempo no muy prolongado. En esos casos concretos, al estudiar
el sistema dindmico se puede asumir que se cumple la ley de
conservacion de la energia, es decir, que la suma de las energias
cinética y potencial es constante. Los sistemas con esta propiedad
se denominan conservativos. Se puede considerar conservativo, entre
otros, el globo terraqueo en rotacion si se toma un intervalo de
tiempo de unos pocos anos. Pero si estudiamos su movimiento
durante varios millones de anos, serd necesario tener en cuenta la
disipacién relacionada con las mareas en los océanos v mares.

Un ejemplo elemental de sistema conservativo es el sistema formado
por un cuerpo de masa m que se mueve horizontalmente en el
vacio bajo la accién de dos resortes (fig. 52). Denotemos con z el
desplazamiento del cuerpo respecto a la posicién de equilibrio y
supongamos que la fuerza que los resortes ejercen sobre el cuerpo
(fuerza restauradora) es proporcional a z. Entonces la ecuacién de
movimiento es

2

£ k=g N0
M = —| e .
dt? = !

Los resortes de este tipo se llaman resortes lineales, debido a que la
fuerza restauradora es una funcién lineal de @. Si el cuerpo oscila en
un medio que opone una fuerza resistente proporcional a la velocidad
del movimiento, entonces la ecuacidon de movimiento del sisterna
conservativo es
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d’r  dr
mF -.PL‘E +ke=0 e>0. (124)

Este es un caso de movimiento amortiguado, puesto que la fuerza

d
resistente es una funcion lineal de la velocidad d—j

En general, una ecuacién de la forma

d*a

dx
mﬁ-&g(ﬁ) + flz) =0, (125)

donde f v g son funciones arbitrarias tales que f(0) =0y g(0) =0,
se puede interpretar como la ecuacién de movimiento de un cuerpo
de masa m sometido a la accién de una fuerza restauradora f(z)

dx
y una fuerza resistente —g (Ei_) . En general, estas fuerzas no son

lineales, de manera que la ecuacion (125) se puede considerar como
la ecuacién fundamental de la mecanica no lineal.

Estudiemos brevemente el sistema conservativo especial sin fuerza
resistente descrito por la ecuacién

-
ra

d

m—z + f(z)=0. (126)

Como la fuerza resistente es igual a cero, podemos suponer que no
hay disipacién de energia. De la ecuacién (126) se puede pasar al
sistema auténomo

d . 4y _ N
a " a m
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Excluyendo el tiempo ¢ del sistema (127) obtenemos la ecuacién de
la trayectoria del sistema en el plano de fase:

dy _ _JI&)
& (128)
Separemos las variables:
my dy = —f(z) d=. (129)

Suponiendo que y = y, Y £ = ¥, para t = t, después de integrar la
ecuacién (127) desde ¢, hasta t obtenemos

] =

myz .

L

my, = —j!(&)d&,

0, lo que es lo mismo,

T £
1 1
Emy’-;- f fl&) de = imy§+ / {(z) dz. (130)
(1] u
1 1 fde\? ; o
Como sy =gm| o) es la formula de la energia cinética del

sistema dindmico v

Vie)= f 16 de (131)
1]
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es la energia potencial, podemos afirmar que la ecuacion (130) expresa
la ley de conservacion de la energia:

%myz +V(z)=E, (132)

1
donde E = Emyﬁ + Vi(z,) es la energia total del sistema. La ecua-

cién (132) es la ecuacion de las trayectorias de fase del sistema (127),
pues se obtuvo de integrar la ecuacidn diferencial (128). De esta
manera, a diferentes valores de E le corresponden diferentes curvas
de energia constante en el plano de fase. Los puntos singulares del
sistema (127) son los puntos M (z,,0), donde =, son las raices de
la ecuacién f(x) = 0. Como se establecié antes, los puntos singula-
res son los puntos de reposo del sistema dinamico descrito por la
ecuacion (126). De la ecuacion (128) se deduce que las trayectorias
de fase cortan perpendicularmente al eje x y horizontalmente a las
rectas ¢ = . Ademis, la ecuacién (132) muestra que las trayectorias
de fase son simétricas respecto al eje 2.

Escribiendo la ecuacion (132) en la forma

[2
y=%\/—(E- V@), (133)

resulta fcil construir las trayectorias de fase. En efecto, introduzcamos
en nuestro anilisis el “plano de balance de energia” (x, z), cuyo eje z
se encuentra en la misma vertical que el eje y del plano de fase
(fig. 53). Representemos en el plano (z,z) la funcién z = V(z)
y varias rectas horizontales z = E (en la figura 53 se muestra una
de ellas). Indiquemos en la figura el valor de la diferencia E - V(z).

2
Seguidamente multiplicamos E - V(z) por —, lo cual permite
m
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=) calcular los valores de y a
FV{V partir de la férmula (133) y

i ifi la-

E—viz) = construir su grafico e;z el pla
no de fase. Como i v,

la direccion positiva a lo lar-

|

I

I

|

T

I go de toda trayectoria co-
| rresponde al movimiento del
|

|

1

|

i

I

|

punto imagen de izquierda
a derecha por encima del
eje r, y de derecha a izquier-
da por debajo.

V2 (E-Via)
0

Los razonamientos generales
que acabamos de exponer
permiten investigar la ecua-
cion

Fig. 53
d*z
di?

+hksenz=10 (134)

del movimiento de un péndulo en un medio sin resistencia, donde k
es una constante positiva (véase la pigina 66).

La ecuacién (134) es un caso particular de la ecuacién (126). Por
consiguiente, podemos considerar que ella describe el movimiento
rectilineo sin resistencia de una masa unidad bajo la accion de un
resorte no lineal con fuerza restauradora —ksenz. En este caso, el
sisterna auténomo correspondiente a la ecuacion (134) es

dx dy
e Y, == —ksen . (135)
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Aqui los puntes singulares son (0,0), (£, 0), (£2m,0), ..., v la
ecuacion diferencial de las trayectorias de fase tiene la forma

dy  ksenz
dz v

Separando variables e integrando, obtenemos la ecuacién de las
trayectorias de fase:

1
-2-yz+k[] —cosz)=E,

la cual es un caso particular de la ecuacion (132) para m = 1.
La energia total dada por la férmula (131) es

Viz) = ff(E]dé = k{1l - cosz).
n

Construyamos en el plano (z, z) el grafico de la funcién z = V(z)
y varias rectas z = F (en la figura 54 se presenta solo la recta
z = F = 2k). Calculando los valores B — V(z) podemos luego
esbozar el cuadro del comportamiento de las trayectorias en el plano
de fase utilizando la férmula

y=+2(E - V(z)).

El retrato de fase obtenido (fig. 54) muestra que si la energia E
cambia de 0 a 2k, entonces las trayectorias de fase respectivas
resultan cerradas y la ecuacion (134) tiene soluciones periodicas.
Por otra parte, si F > 2k, las trayectorias de fase correspondientes
no son cerradas y la ecuacion (134) no tiene soluciones periddicas.
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Fig. 54

Al valor E = 2k en el plano de fase le corresponde una trayecto-
ria de fase que separa dos tipos de movimiento diferentes (es una
separatriz). Las trayectorias de fase onduladas situadas fuera de la
separatriz corresponden a los movimientos de rotacién del péndulo,
mientras que las trayectorias cerradas que se encuentran en las re-
giones limitadas por las separatrices corresponden a los movimientos
oscilatorios.

En la figura 54 se puede ver que en los entornos de los puntos
singulares (+£2xm,0), m =0,1,2,..., el comportamiento de las tra-
yectorias de fase se diferencia del comportamiento de las trayectorias
de fase en los entornos de los puntos (£(2n —1)7,0), n =1,2,....
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Sobre la clasificacion de los puntos singulares trataremos mas ade-
lante. Por el momento solo diremos que los puntos (£27m,0), m =
0,1,2,..., de este ejemplo pertenecen al grupo de los llamados cen-
tros, mientras que los puntos singulares (£(2n—1)r,0), n =1,2,...,
son puntos de silla. Un punto singular del sistema diferencial auténo-
mo (122) se denomina centro si existe algiin entorno suyo densamente
poblado de trayectorias de fase que lo rodean y que no se cortan la una
con la otra. Se llama punto de silla a todo punto singular hacia el cual
converge un nimero finito de trayectorias de fase que dividen cierto
entorno del punto en regiones donde las trayectorias se comportan
como una familia de hipérbolas definidas por la ecuacién zy = const.

Veamos ahora como influye una resistencia lineal en el comporta-
miento de las trayectorias de fase de un sistema conservativo. En este
caso, la ecuacion diferencial del péndulo es

2
i—f-i—cz +ksenzx=0, ec>0

Si la resistencia es suficientemente pequena como para permitir que el
péndulo oscile respecto a la posicién de equilibrio, se puede mostrar
que las trayectorias de fase se comportan como en la figura 55. 5i
la resistencia no deja oscilar al péndulo alrededor de la posicion de
equilibrio, entonces las trayectorias de fase tendran la forma que se
muestra en la figura 56.

Comparando el retrato de fase de un sistema conservativo con los
dos 1ltimos retratos de fase, vemos que los puntos de silla siguen
siendo puntos de silla (estamos considerando entornos suficiente-
mente pequefios de los puntos singulares), en cambio en los entornos
de los puntos (£2xm,0), m = 0,1,2,..., las trayectorias de fase
cerradas se convierten en espirales cuando la resistencia es pequefia,
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\

Fig. 56

N

y en trayectorias que “entran” en los puntos singulares siguiendo
direcciones determinadas cuando la resistencia es grande. Si se trata
de una espiral, llegamos a un punto singular denominado foce. En el
otro caso el punto singular se llama nodo.
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Un punto singular (si existe) del sistema auténomo bidimensional
general (122) se llama foco si posee un entorno densamente poblado
de trayectorias de fase que no se cortan y que se asemejan a espirales
que se enrollan hacia el punto singular cuando t — +00 (o cuando
t — —oo). Un punto singular se denomina nedo si tiene un entorno
en el que toda trayectoria de fase se comporta como una pardbola o
una semirrecta que llega a él siguiendo una direccién determinada.

Subrayemos que ningiin sistema conservativo puede tener soluciones
periddicas aisladas. Més aun, si I' es una trayectoria de fase cerrada,
correspondiente a una solucién periédica de un sistema conservativo,
entonces cierto entorno de I estd densamente poblado de trayectorias
de fase cerradas.

Algunas de las definiciones de puntos singulares formuladas arriba
tienen caracter puramente cualitativo, descriptivo. En cuanto a los
criterios analiticos que establecen sus diferencias, desafortunadamente
no existen para el caso general de los sistemas tipo (122), aunque
si se pueden obtener para algunas clases particulares de ecuaciones
diferenciales. El ejemplo més sencillo lo constituyen los sistemas de
la forma

dr dy )
Friai L by, 5 =t by,

donde a,, b,, a, y b, son constantes reales.

Si la matriz de los coeficientes de este sistema es regular, es decir, si
el determinante

a b
o b2|"”"
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entonces el origen de coordenadas O(0,0) del plano de fase es el
unico punto singular del sistema diferencial.

Supongamos que el determinante del sistema es diferente de cero,
y que A, v A, representan los valores propios de la matriz de
coeficientes. Se puede mostrar que

1) si A, y A, son reales y del mismo signo, entonces el punto
singular es un nodo;

2) si A, y A, son reales y de signos diferentes, el punto singular
es un punto de silla;

3) si A; ¥ A, no son reales ni imaginarios puros, entonces el punto
singular es un foco;

4) si A} y A, son imaginarios puros, el punto singular es un centro.

Los tres primeros tipos de puntos pertenecen al grupo de los
denominados puntos singulares “groseros”. Los puntos singulares
groseros no cambian su cardcter bajo perturbaciones pequenas de los
primeros miembros del sistema diferencial inicial. Los centros son
puntos “no groseros”: su cardcter cambia incluso para perturbaciones
minimas de los segundos miembros del sistema diferencial.

5. Estabilidad
de los puntos de equilibrio
y de los movimientos periodicos

Como vimos, los diferentes tipos de puntos singulares se caracterizan
por el hecho de que en pequefios entornos suyos las trayectorias
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de fase son diferentes. Pero hay una caracteristica mas: la estabilidad
de un punto singular, la cual permite obtener informacién adicional
sobre el comportamiento de las trayectorias de fase de los puntos
singulares. Consideremos un péndulo como el representado
en la figura 57. En el dibujo se muestran dos estados |
de equilibrio: a) un cuerpo de masa m se encuentra en |
estado de equilibrio en el punto superior; b) un cuerpo de |
masa m se encuentra en estado de equilibrio en el punto
inferior. El primer estado es inestable y el segundo es estable.
Aclaremos qué significa que el estado del cuerpo sea estable
o inestable: si un cuerpo de masa m se encuentra en estado
de equilibrio en el punto superior, entonces es suficiente _
empujarlo ligeramente para que comience a desviarse de g, g7
la posicién de equilibrio, alejindose de ella con velocidad
creciente. Pero si el cuerpo estd en estado de equilibrio en el punto
inferior, después de empujarlo se moverd con velocidad decreciente,
y mientras mas suave sea el empujon, menor sera la desviacion
respecto a la posicion inicial.

Cada estado de equilibrio de un sistema corresponde a un punto
en el plano de fase. Las perturbaciones pequefias de un punto de
equilibrio inestable producen grandes desviaciones respecto al punto
de equilibrio; en el caso de un punto de equilibrio estable, las
perturbaciones pequefias provocan desviaciones pequefas. Partiendo
de estas ideas intuitivas, examinemos un punto singular aislado
del sistema (122), suponiendo para mayor comodidad que el punto
analizado se encuentra en el origen de coordenadas O(0, 0) del plano
de fase. Diremos que este punto es estable si para todo nimero
positivo R existe un nimero positivo r < R tal que toda trayectoria
de fase que en el instante inicial £ = #, parta de un punto P situado
en el circulo z° + y* = r?, permanecera en dicho circulo para todo
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u t > t, (fig. 58). Sin entrar en definicio-
nes muy formales, se puede afirmar

R que un punto es estable si todas las
trayectorias de fase que en el ins-

[e) tante inicial se encontraban cerca de
e x él, continuardn estando cerca con el

transcurso del tiempo. Un punto se

denomina asintéticamente estable si es

estable y existe un circulo 2+ = r]

Fig. 58 tal que toda trayectoria que en el ins-

tante t = ¢, se encuentra en dicho

circulo tiende al origen de coordenadas cuando ¢t — +o00. Un punto
singular no estable se llama inestable.

Un centro siempre es estable (pero no asintéticamente estable). Un
punto de silla siempre es inestable. En la figura 55, donde se muestra
el comportamiento de las trayectorias de fase en el caso de las
oscilaciones de un péndulo en un medio con poco rozamiento, los
puntos singulares (focos) son asintdticamente estables; los nodos
(figura 56) también son asintGticamente estables.

El concepto que acabamos de introducir de estabilidad de un punto
de equilibrio es cualitativo, ya que no se menciona ninguna propiedad
referente al comportamiento de las trayectorias de fase. Comparando
el concepto de estabilidad asintética con el de estabilidad, vemos que
se exige adicionalmente que toda trayectoria de fase tienda al origen
de coordenadas con el transcurse del tiempo. Aun asi, tampoco se
hace alusién a ninguna condicidn sobre la forma en que las trayectoria
se deben acercar al punto O(0, 0).

El concepto de estabilidad (v de estabilidad asintética) juega un
papel importante en las aplicaciones. De hecho, un dispositivo
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construido sin tener en cuenta la estabilidad, es sensible, incluso,
a las influencias exteriores mas pequenas, y al final de cuentas ello
puede traer consecuencias indeseables. Refiriéndose a la importancia
del concepto de estabilidad, el conocido matematico y mecdnico
soviético N. G. Chetdev escribi6 *':

“...al construir un avién de pasajeros se debe garantizar estabilidad
en su movimiento, de manera que resulte un aparato tranquilo en
el vuelo y seguro en el despegue v el aterrizaje. El ciguenal se debe
calcular de modo que no se averie a causa de las vibraciones que
pueden surgir en condiciones reales de funcionamiento del motor.
Con el objeto de garantizar el miximo posible de precisién en un
arma de artillerfa, tanto el arma como las municiones se deben
fabricar teniendo en cuenta la estabilidad de las trayectorias de vuelo
de los provectiles.

Podriamos seguir citando ejemplos, pero ello solamente confirmaria
que al resolver un problema sobre movimientos reales, entre todas
las soluciones de las ecuaciones es necesario detenerse en las que
corresponden a estados estables, y que en los casos en que se
desee evitar cierta solucién, lo mds razonable es hacer los cambios
pertinentes en la construccién del sistema con el fin de que el estado
de movimiento correspondiente a esa solucién que queremos ignorar
sea inestable.”

Regresando al péndulo representado en la figura 57, destaquemos un
hecho curioso v, en cierto modo, inesperado: resulta que la posicién
superior de equilibrio inestable del péndulo se puede volver estable
mediante oscilaciones verticales del punto A de suspension. Es mas,

U Chetder N. G. Estabilidad del movimiento, Moseti, 1965 (en ruso).
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no sélo la posicién superior del péndulo, sino cualquiera otra posicion
(en particular, la horizontal) se puede volver estable a cuenta de las
vibraciones del punto de suspension®.

Pasemos ahora al concepto (no menos importante que el concepto de
estabilidad de un punto de equilibrio) de estabilidad de los movimien-
tos (soluciones) periodicos. Consideremos un sistema conservativo
con soluciones periddicas. A estas soluciones les corresponden tra-
yectorias cerradas que pueblan densamente cierta regién del plano
de fase. A todo movimiento periédico de un sistema conservativo le
corresponde un movimiento del punto imagen por una trayectoria
cerrada del plano de fase.

En el caso general, el periodo de recorrido de los puntos imagen por
diferentes trayectorias es distinto. Dicho de otra manera, el periodo
de las oscilaciones en un sistema conservativo depende de las
condiciones iniciales. Geométricamente, esto significa que dos puntos
imagen cercanos que comienzan a moverse en el instante ¢ = ¢,
por ejemplo, desde el gje z, con el transcurso del tiempo se separan
a una distancia finita. Sin embargo, puede suceder que con el tiempo
estos puntos no se separen. Para diferenciar estas dos variantes se
introduce el concepto de estabilidad de las soluciones periddicas
segtin Liapunov. Se dice que la solucion periddica correspondiente
a la trayectoria cerrada I' es estable segiin Liapunov si para un
g-entorno® tan pequefio como se quiera de un punto M que se

51 En el libro de T. G. Strizhak “Métodos de investigacin de los sistemas dindmicos tipo
péndulo”, Alma-Atd, 1981 (en ruso), se presentan muchos ejemplos de estabilizacion
de distintas clases de péndulos

® por f-entorno del punto M se entiende un circuls de radio £ con centro en el
punto M.
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mueve por la travectoria cerrada I' (fig. 59), existe un d(g)-entorno
movil de M tal que todo punto imagen que en el instante inicial se
encuentre en el §{)-entorno nunca
saldri del £-entorno. Si una solu-
cién periodica no es estable segtin
Liapunov, se dice que es no estable
segin Liapunov.

Las soluciones periddicas no estables
segun Liapunov poseen de todas
maneras cierta clase de estabilidad,
llamada estabilidad orbital. La esta- Fig. 59

bilidad orbital consiste en que, a pe-

quenos cambios de las condiciones iniciales, el punto imagen pasa
de una trayectoria de fase a otra tan cercana como se desee de
la trayectoria inicial.

Un ejemplo de soluciones periGdicas no estables segiin Liapunov son
las soluciones que aparecen, por ejemplo, al examinar la ecuacién
diferencial del movimiento horizontal en el vacio de una masa m
sometida a la accién de dos resortes lineales (fig. 52). Otro ejemplo de
soluciones periddicas no estables segiin Liapunov, pero que poseen
estabilidad orbital, son las solucicnes de la ecuacion diferencial (134)
del movimiento de un péndulo circular en un medio sin resistencia.

En el primer caso, el periodo de las oscilaciones no depende de

las condiciones iniciales y se calcula con la féormula T = 27, / %

En el segundo caso, el periodo de las oscilaciones depende de las
condiciones iniciales ¥ se expresa, como sabemos, por medio de una

"
integral eliptica de primera especie calculada desde 0 hasta 3
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Finalmente, debemos sefialar que el problema de la estabilidad
segiin Liapunov de los movimientos periddicos estd directamente
relacionado con el problema de las oscilaciones isécronas”.

6. Funciones energéticas

Es facil intuir que si la energia total de cierto sistema mecénico alcanza
el minimo en un punto de equilibrio, este dltimo es un punto de
equilibrio estable. Esta idea yace en la base de uno de los dos métodos
de andlisis de estabilidad propuestos por el conocido matemadtico y
mecanico ruso A. M. Liapunov. El método se conoce comiinmente con
el nombre de método directo o segundo método de Liapunov® .

Para ilustrar el método directo de Liapunov, consideremos un sistema
tipo (122) para el caso en que el origen de coordenadas es un punto

singular.

Sea I' una trayectoria de fase del sistema (122). Supongamos que

av av
o— Y — 50N
dr -~

3y

continuas en una region del plano de fase que contiene a I'. 5i el
punto imagen (z(t), y(f)) se mueve a lo largo de la curva I', entonces
la funcién V(z,y) se puede ver como una funcién de ¢t a lo largo

cierta funciéon V = V{z, y) y sus derivadas parciales

N Ver, por ejemplo, el libro de V. V. Amelkin, N. A. Lukashévich, A.P. Sadovski
“QOiscilaciones no lineales en sistemas de segundo orden”, Minsk, 1982 (en ruso).

81 Se pueden encontrar muchos ejemplos interesantes sobre investigacién de modelos
diferenciales en el libro de N. Rouche, F. Habets y M. Laloy. "Stability Theory by
Lyapunov's Direct Method”, Springer-Verlag, New York, 1977,
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de I'; por consiguiente, la velocidad de variacion de V(z,y) a lo
largo de ' es

iV aVder 0Vdy oV av
TR T?;E.FEE— E;X{I-y)*“ -8;1”(1'-3]; (136)

donde X(z, y) e ¥(z, ¥) son los segundos miembros del sistema (122).

La férmula (136) juega un papel fundamental en el método directo
de Liapunov. Para poder aplicar en la practica el método directo de
Liapunov son importantes los siguientes conceptos.

Supongamos que ¥V = V(z,¥) es continua junto con sus derivadas

parciales oz Y oy P cierta region & que contiene el origen de
x © Ay '

coordenadas, y que V(0,0) = 0. Se dice que la funcién Vi(z,y)
es definida positiva (definida negativa) si en todos los puntos de
la region G, salvo en el origen de coordenadas, se cumple la
desigualdad V{z,9) > 0 (V(z,3) < 0). S Viz, %) 2 0 (V(z,y) £0),
es decir, si la desigualdad no es estricta, se dice que Viz, y) es una
funcién de signo positivo (funcidn de signo negativo). Por ejemplo,
en el plano (z, y) la funcion V(z, y) = z* + 4 es definida positiva,
mientras que la funcién V(z,y) = & es de signo positivo, puesto
que se anula en todo el eje y.

Si para una funcién definida positiva V{z,y) se cumple que

Vy? AN
E—- _E a—~ # 0 en todos los puntos de G\ O, entonces
dr ay

la superficie z = V(z, y) es una especie de paraboloide tangente al
plano (z,y) en el punto O(0,0) (fig.60). En general, la superficie
z = V(z,y) (para V definida positiva) puede tener una estructura
mds compleja. Un ejemplo de este tipo de superficie es el de la
figura 61, donde la proyeccion sobre el plano (z, y) de la interseccién
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Fig. 60 Fig. 61

de la superficie con el plano z = € no es una curva, sino una
arandela.

5i la funcién definida positiva V{(z, y) es tal que la funcién

_OV(z,y) aviz, y)

Wiz, v e Xz, 9+ oy

Yz, y) (137)

es de signo negativo, entonces V(z,y) se denomina funcién de
Liagpunov o funcién energética del sistema (122). En virtud de la igual-
dad (136), la condicién de que W sea de signo negativo significa que

i <0

at =

y, consecuentemente, la funcién V no crece a lo largo de la trayecto-
ria I cerca del origen de coordenadas.

Enunciemos uno de los resultados obtenidos por A. M. Liapunov: si
para el sistema (122) existe una funcion energética V(z, y), entonces
el origen de coordenadas, el cual es un punto singular, es estable.
Si la funcién definida positiva es tal que la funcion W dada por la
igualdad (137) es definida negativa, entonces el origen de coordenadas
¢s asintéticamente estable.

www.FreelLibros.me



Mostremos con un ejemplo cémo aplicar este resultado en la practica.
Examinemos la ecuaciéon de movimiento de un cuerpo de masa
unidad sometido a la accion de dos resortes. En virtud de (124),
dicha ecuacion tiene la forma

&z dez
F+CE+kz=U, c>0. (138)

Recordemos que el coeficiente ¢ > 0 caracteriza la resistencia del
medio y la constante k > 0, las propiedades de los resortes. El
sistema auténomo correspondiente a la ecuacién (138) es

— =y, — =—kr-cy. (139)
El origen de coordenadas del plano de fase (z, y) es el tnico punto

singular de este sistema. La energia cinética del cuerpo es igual a %.

mientras que la energfa potencial (energia acumulada por el resorte)
estd dada por la igualdad

jmg:?ﬁ

Consiguientemente, la energia total del sistema es

1 1
Viz,y) = iyz + ka’. (140)
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La funcién V determinada por medio de la férmula (140) es una
funcién definida positiva. Y como

av av
—X(z,y) + —Y(z,y) = kzy + y(—kz — cy) = -y’ <0,
dx dy

entonces Vi(z, y) es una funcién energética del sistema (139), impli-
cando que el punto singular O(0, 0) es estable.

Dado que el criterio de Liapunov que acabamos de enunciar posee un
cardcter puramente cualitativo, no todas las veces se logra obtener el
resultado tan rapidamente como en este ejemplo. Partiendo del criterio
de Liapunov no siempre se puede construir una funcién energética,
aun sabiendo que existe. Este hecho dificulta notablemente el proceso
de determinacion de la estabilidad en cada caso concreto,

Debemos tener presente que el criterio de Liapunov se debe observar
como un principio de obtencion de criterios de estabilidad. En la
actualidad existe una serie de resultados interesantes” entre el gran
niimero de investigaciones dedicadas a este tema.

7. Estados simples de equilibrio

Desde la propia interpretacion dindmica de las ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden ya es claro que el estudio de los estados de

# Ver, por ejemplo, el libro de E. A. Barbashin “Funciones de Liapunov”, Mosci, 1970
(en ruso).
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equilibrio o, lo que es lo mismo, de los puntos singulares, proporcio-

na la clave para la comprension del comportamiento de las curvas
integrales.

También estd claro que, como no es posible integrar en funciones
elementales todas las ecuaciones diferenciales, necesitamos criterios
que nos den la posibilidad de clasificar los puntos singulares a partir
de la forma de la ecuacién diferencial. A pesar de que casi siempre la
resolucién de este problema es muy dificil, siempre se pueden hallar
clases de ecuaciones diferenciales para las que el problema se resuelve
facilmente. Mas adelante analizaremos el problema del movimiento
de un cuerpo de masa unidad sometido a la accion de dos resortes
en un medio con resistencia, y mostraremos cémo utilizar algunos
resultados de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales. Pero
ahora nos detendremos a analizar los sistemas tipo (122). Resulta que
al clasificar los puntos singulares de los sistemas de este tipo, el caso
mas sencillo se presenta cuando el determinante de Jacobi (jacobiano)

aX ax
dz  dy
Jiz, ) = ﬂ E
dr By

es diferente de cero en el punto analizado,

Si(x", y") es un punto singular del sistema (122) y J* = J(z", ") # 0,
entonces el tipo de este punto singular, llamado punto singular simple,
depende bisicamente del signo de J*. A saber, si J* < D, el punto
singular (z*,%") es un punto de silla. Si J* > 0, el punto singular
puede ser un centro, un nodo o un foco. Es un centro solamente si
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en él la divergencia

ax ay
D(z,y) = oz + oy
se anula (D' = D(z",4") = 0). Sin embargo, se debe sefalar que la
condicion D' = 0 no es, en general, suficiente para que el punto
singular (2%, y") sea un centro. Para que haya un centro se deben
cumplir ciertas condiciones adicionales en las que participan las
derivadas parciales de Ordenes superiores; y el nimero de estas
condiciones pueden ser infinito. Al mismo tiempo, si las funciones
X e Y son lineales respecto a las variables z e y, la condicion D* =0
se vuelve suficiente para que el punto singular (z*, ¥*) sea un centro.

Si J® > 0, pero el punto singular (z°, ¥") no es un centro, entonces
existe un entorno suficientemente pequeno de (z', ¥") densamente
poblado de trayectorias que tienden al punto singular siguiendo bien
espirales, bien una direccién determinada. En este caso, si D >0, el
punto singular se alcanza cuando £ — —o¢ v es inestable. Si D* < 0,
el punto singular se alcanza cuando ¢ — oo v es estable. Si las
trayectorias de fase que alcanzan el punto singular son espirales, dicho
punto es un foco. Si todas las lineas integrales entran al punto singular
con una pendiente determinada, entonces el punto es un nodo (fig. 62).

Y ¥ ¥

Fig. 62
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Independientemente del signo del jacobiano J°, las tangentes a las
trayectorias del sistema diferencial (122) en el punto singular (2", 3")
se hallan a partir de la ecuacion caracteristica

aY (', y") . OY(z"y") _
(& y)m+ (z !a‘)y

i dx a8
¥ A (141)
FT KGNy _ 0XGy)
&
iz ay y
donde
E=2-2", J=y-¥. (142)

Si X e ¥ contienen términos lineales, entonces las derivadas parciales
en la ecuacion (141) son los coeficientes de # e y en el sistema
que se obtiene del sistema (122) después de hacer los cambios de
variables (142).

La ecuacién (141) es homogénea. Por tanto, haciendo el cambio de

variable A = g. donde A es la pendiente de las llamadas direcciones

T
excepcionales, obtenemos la ecuacién cuadrdtica

¥ 42 ] . .
XN+ (XI-¥)A-Y, =0 (143)

z
respecto a A. El discriminante de la ecuacion (143) es
A= (X;+Y)) —ar =D -4J",

S§i J* <0 (o sea, el punto singular es un punto de silla), entonces la
ecuacion (143) siempre produce dos direcciones excepcionales reales.
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Si J* > 0, entonces bien no hay direcciones excepcionales reales, bien
hay dos direcciones excepcionales reales o una direccién excepcional
real muiltiple. En el primero de los casos indicados el punto singular
es un centro o un foco.

La existencia de direcciones excepcionales reales implica (si J® > 0)
la existencia de un nodo. En particular, si existen dos direcciones
excepcionales reales, se puede demostrar que existen exactamente
dos trayectorias (una por cada lado) tangentes en el punto singular
a una de las rectas excepcionales, mientras que las demas trayectorias
entran al punto singular tangencialmente a la otra recta excepcional
(fig.62a).

Si A =0y la ecuacién (143) no es una identidad, entonces tenemos
una sola recta excepcional (el grifico del comportamiento de las tra-
yectorias se ilustra en la figura 62b). Este caso se obtiene del anterior
cuando dos direcciones excepcionales coinciden. El punto singular
divide la recta excepcional en dos semirrectas [, v I,. El entorno del
punto singular se divide en dos sectores, uno densamente poblado
de trayectorias que “entran” en el punto singular tangencialmente
a la recta l,, y otro densamente poblado de trayectorias que “entran”
en el punto singular tangencialmente a la recta [,. La frontera entre
los dos sectores estd compuesta por dos trayectorias, una de las
cuales es tangente a la semirrecta I, en el punto singular, v la otra,
a la semirrecta L.

Si en la ecuacién (143) todos los coeficientes se anulan, obtenemos
una identidad, y todas las rectas que pasan por el punto singular
son excepcionales. En este caso, existen exactamente dos trayectorias
(una a cada lado) tangentes a cada una de estas rectas en el punto
singular. Este punto singular (fig. 62 c) es semejante a un punto con
una recta excepcional real doble.
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8. Movimiento en un medio
con rozamiento lineal

Anteriormente se demostré que la ecuacion diferencial del movimien-
to de un cuerpo de masa unidad sometido a la accién de resortes
lineales en un medio con rozamiento lineal tiene la forma

d'z

dzr
E--!-CE + kz =0. (144)

Con el objeto de investigar exhaustivamente el modelo diferen-
cial (144), filemos una direccion de accién de las fuerzas c‘f—.-} y kz.
Antes también se indico que a la ecuacion (144) se le puede poner en
correspondencia el sistema auténomo

dr dy
— =y, —=-kz-oy 145
TV 3 kz - cy (145)

Si excluimos el caso trivial & = 0, obtenemos que el origen de
coordenadas es un punto singular del sistema diferencial (145). El
sisterna (145) es un caso particular del sistema general (122} para

Xey)=y Y y=—-ke-cy

Escribamos el jacobiano, la divergencia y la ecuacion caracteristica
del sistema (145):

Tz, y=%& Dizy)=-c
A4ert+k=0.
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El discriminante de la ecuacién caracteristica es

A=c - dk.

En correspondencia con los resultados de las paginas 160-164 se
pueden presentar los casos siguientes:

1. Si k < 0, entonces el punto singular es un punto de silla con dos
direcciones excepcionales, una positiva y una negativa. El comporta-
miento de las trayectorias de fase se ilustra en la figura 63. Como se
puede observar, es posible diferenciar tres tipos de movimiento. Cuan-
y=t do las condiciones iniciales corres-
ponden al punto a (en este punto
\ _/ el vector de velocidad esta dirigi-
do hacia el origen de coordenadas
y la velocidad es suficienternente
grande), el punto imagen se mueve
con velocidad decreciente por una
/ trayectoria dirigida hacia el punto
singular y, después de pasar cerca
Fig. 63 del origen de coordenadas, se aleja
con velocidad creciente. Si la velo-
cidad inicial decrece hasta el valor critico correspondiente al punto b,
entonces el punto imagen se acerca al punto singular con velocidad
decreciente y “alcanza” el origen de coordenadas al cabo de un
tiempo infinito. Finalmente, si la velocidad inicial es menor que el
valor critico y corresponde, digamos, al punto ¢, entonces el punto
imagen se mueve hacia el origen de coordenadas con una velocidad
decreciente que se anula a una distancia 2, del punto singular. En
el punto (z,,0) el vector velocidad cambia de direccion y el punto
imagen se aleja con velocidad creciente del origen de coordenadas.
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Si el punto imagen correspondiente al estado inicial del sistema
dindmico se encuentra en uno de los tres cuadrantes restantes, la
interpretacion del movimiento es evidente.

2. Si k> 0, entonces J* > 0 y el valor del coeficiente ¢ determina
el tipo del punto singular.

. ; y=2
Veamos todas las posibles variantes.

2a) Si ¢ = 0, es decir, i no hay roza- /""Q
miento, el punto singular es un centro & a g
(fig. 64). Los movimientos son perio-

dicos y su amplitud depende de las
condiciones iniciales. Fig. 64

2b) Si ¢ > 0, es decir, si el amortiguamiento es positive, entonces
ax ay .

+ —— es negativa y, naturalmente, el

fx dy

punto imagen se mueve por trayectorias dirigidas hacia el origen de

coordenadas, adonde llegard al cabo de un tiempo infinito.

la divergencia D =

Seamos mas precisos:

2b,) Si A < 0, es decir, si ¢ < 4k, entonces el punto singular
es un foco (fig. 65), lo que significa que el sistema dindmico realiza
oscilaciones amortiguadas con amplitud decreciente respecto al estado
de equilibrio.

2b,) Si A =0, es decir, si ¢ = 4k, entonces el punto singular es un
nodo con una direccion excepcional de pendiente negativa (fig. 66). El
movimiento es aperiédico y corresponde a un amortiguamiento critico.

2b,) Si A > 0, es decir, si ¢ > 4k, entonces el punto singular es
un nodo con dos direcciones excepcionales de pendientes negativas
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y:i'1
=1
O -
0 o
Fig. 65 Fig. 66

(fig. 67). Cualitativa-
mente, el movimiento
del sistema diniamico
es el mismo que en
el caso anterior y co-
rresponde a un amor-
tiguamiento de las os-
cilaciones.

7

2]

177

De los resultados ob-
tenidos se infiere que
para c >0y k>0
(el rozamiento es po-
sitivo y la fuerza res-
tauradora es de atraccién), el sistema dindmico tiende al estado de
equilibrio y el movimiento es estable.

Fig. 67

2¢) Si e < 0, es decir, en caso de amortiguamiento negativo, el
esquema cualitativo del comportamiento de las trayectorias de fase
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es semejante al esquema del caso 2b), con la tinica diferencia de que
aqui el sistema dindmico deja de ser estable.

ki J*

Fig. 68

El diagrama en la figura 68 reine los resultados obtenidos y muestra
cémo se clasifican los puntos singulares en funcién de los pardmetros
¢ y k. Este diagrama se puede utilizar como un resumen de los
resultados de la investigacion sobre la clasificacion de los puntos sin-
gulares del sistema (122), cuando el jacobiano J* #0 para ¢ = -D*
y k = J". Sin embargo, en el caso general, la igualdad ¢ = 0 no
implica que el sistema (122) tiene un centro, y de la igualdad k =0
no se puede concluir que el sistema no tiene un punto singular. Estos
casos corresponden a los puntos singulares compuestos, los cuales se
examinan mas adelante.

Volviendo al sistema dindmico analizado en esta seccion, subrayemos
que si k=0 (¢ # 0), el sistema auténomo (145) correspondiente a la
ecuacion (144) adopta la forma

.Lim_ dy_
®-r F- oW
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De aqui se deduce que la recta y = 0 estd densamente poblada de
puntos singulares. El comportamiento de las trayectorias de fase se
muestra en la figura 69.

c=0 \
Fin. 69
=k Finalmente, si k=c=0,
la ecuacion (144) se
transforma en
2 &
=0
dt?
y su sistema correspon-
Fig. 70 diente es
dx dy 0
dt 7 dt

Igual que en el caso anterior, el eje r estd densamente poblado de
puntos singulares, El esquema del comportamiento de las trayectorias
de fase se muestra en la figura 70.
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9. Flujo adiabatico en una tobera

El estudio de los flujos de sustancias viscosas compresibles tiene una
gran importancia préctica. En particular, los flujos de este tipo se ori-
ginan alrededor de las alas y fuselajes de los aviones; con estos flujos
estd relacionado el funcionamiento de las turbinas de gas y vapor, de
los motores de propulsién a chorro y de los reactores nucleares.

Analicemos el flujo de un gas ideal de calor especifico ¢, que pasa
por una tobera de seccién variable A (fig. 71). Vamos a suponer que
el flujo es unidimensional, es decir, que todas sus propiedades son
uniformes en una misma seccion de la tobera. La friccion en la capa
fronteriza esta condicionada por la
tension tangencial

uz
T=e5, (146}

donde g es el coeficiente de roza- Fig. 71

miento, el cual depende bésicamen-

te del nimero de Reynolds, pero se supone constante a lo largo de
la tobera; p es la densidad de masa del flujo; v v, la velocidad del
flujo. Por tltimo, asumiremos que el flujo es adiabdtico, o sea, que no
hay resistencia interna al movimiento, no hay combustién, cambios
quimicos, evaporacion o condensacion, etcétera.

Una de las ecuaciones fundamentales del flujo es la ecuacion de
continuidad, que en este caso tiene la forma

w = pAv, (147)

donde la velocidad w de variacion de la masa del flujo es constante.
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De la igualdad (147) se deduce que

P, 4, By (149)
P A v

Antes de escribir la ecuacion de la energia total del flujo estacionario,
subrayemos que en el caso general esta ecuacién relaciona la accién
del trabajo exterior y las influencias térmicas exteriores con el aumento
de la entalpia y de las energias cinética y potencial del flujo. En el
caso considerado el flujo es adiabético, por lo que la ecuacién de
energia es

T.Z ,U! =JI2
0:w(h+dh)~wh+w(=?-:+d -~ -w—,
o bien
v
dh+d(3) =0, (149)

donde h es la entalpia del flujo (potencial termodindmico) a la
temperatura absoluta T'. Como dh = €, dT, la ecuacién (149) de
energia del flujo toma la forma

cPdT+d(ﬂ?) =0, (150)

Ocupémonos ahora de la obtencion de la ecuacion (de cantidad)
de movimiento del fluido. En los problemas relacionados con flujos
estacionarios, usualmente se emplea la segunda ley de Newton.
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Suponiendo que el dngulo de divergencia de las paredes de la tobera
es pequefio, la ecuacién de movimiento se puede escribir asi:

pA+pdA—(p+dp)fA+dA)— 7dA = wdy,

o bien

—Addp - dAdp — 7 dA = wdy, (151}

donde p es la presion estdtica.

Como el término dAdp es el infinitésimo de mayor orden en la
ecuacion (151), siempre se puede suponer que la ecuacién de movi-
miento es

~Adp—T1dA =wdv. (152)

La variacién del didmetro hidrdulico D a lo largo del eje de la tobera
esta dado por la funcién D = F(z), donde = es la coordenada
en el ¢je de la tobera. De la definicion de didmetro hidrdulico se
deduce que

= —, (153)

Teniendo en cuenta que pT = 'rpMz. donde v es el coeficiente de

conduccién calorifica, y M es el niimero de Mach, la férmula (146)
se puede escribir en la forma

T = qypM’. (154)
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Tomando en consideracion las igualdades (147), (153) v (154), a partir
de (152) resulta la siguiente ecuacién de movimiento del flujo:

® v (a dm+d”2)-o (155)
it f q D o o2 >
Denotanda con y el cuadrado del mimero de Mach, en virtud de las
ecuaciones (148), (150) y (155), v tras una serie de transformaciones
algebraicas, llegamos'” a la ecuacion diferencial

=1
i u*lv ('HTU) (vqy - F'(z)

dr (1 - y)F(z) s

(el apdstrofo indica la derivada respecto a x).

El denominador del segundo miembrao de la ecuacion (156) se anula en
y = 1, es decir, cuando el nimero de Mach M = 1. Esto quiere decir
que las curvas integrales de la iltima ecuacién cortan la llamada linea
de sonido con tangentes verticales. Por cuanto el segundo miembro de
la ecuacién (156) cambia de signo al pasar Ia linea de sonido, las lineas
integrales “dan la vuelta”, evitando asi los puntos de inflexién. Del
sentido fisico del fenémeno se deduce que el valor de = debe crecer
continuamente a lo largo de las lineas integrales. Consiguientemente,
la seccion donde las lineas integrales cortan la linea de sonido con
tangentes verticales debe ser la seccién de salida de la tobera. Asi
pues, el paso de un flujo subsonico a uno supersonico, ¥ viceversa,

"0 Kestin J., Zaremba S. K. One-dimensional high-speed flows. Flow patterns derived
for the flow of gases through nozzles, including compressibility and viscosity effects //
Aircraft Engin. 1953, V.25, Ne292. P 172475, 179.
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puede ocurrir en el interior de la tobera tunicamente a través de un
punto singular con direcciones excepcionales reales, es decir, a través
de un punto de silla 0 de un nodo.

Las coordenadas de los puntos singulares de la ecuacion (156) se
determinan a partir de las igualdades

¥=1 FE)H=1q

las cuales indican que los puntos singulares estin dispuestos en
la parte de la tobera que se ensancha. Un punto de silla aparece
cuando J* < 0, es decir, cuando F"(z*) > 0. En vista de que ¢ es
una constante suficientemente pequena, cerca del cuello de la tobera
aparece un punto de silla. Un nodo aparece solo cuando se cumple la
condicién F"(z") < 0. De tal manera, un nodo se forma en la parte
de la tobera que se encuentra después de un punto de inflexion del
perfil o, en la practica, a cierta distancia del cuello de la tobera, bajo
la condicién de que el perfil tiene un punto de inflexién.

De la ecuacion caracteristica
P\ + 2070y + DA = 2(y + DF"(2") =0

se puede ver que las dos direcciones excepcionales tienen pendientes
con signos contrarios en el caso de un punto de silla, y con un mismo
signo (negativo) en el caso de un nodo. Esto significa que los puntos
de silla son los tnicos que permiten el paso tanto de velocidades
subsonicas a supersonicas como de supersénicas a subsonicas (fig. 72).
En un nodo es posible solamente el paso continuo de un flujo
supersonico a uno subsoénico (fig. 73).
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z * x

Fig. 72 Fig. 73

Ahora bien, como la ecuacion (156) no se puede integrar en forma
cerrada, para las investigaciones posteriores se hace necesario emplear
métodos de integracion numérica. En relacién con esto, destaquemas
que lo mejor es comenzar la construccion de las cuatro separatrices
del punto de silla como lineas integrales suponiendo que ellas parten
del punto singular. Y esta construccion se puede realizar puesto que
a partir de la ecuacion caracteristica podemos averiguar la direccion
de las dos tangentes en el punto singular S(z", 1). Si no tomamos en
consideracion esta observacion y comenzamos a seguir el movimiento
tomando como puntos iniciales, por ejemplo, los puntos a y b de
la figura 72 (situados a lados diferentes de la separatriz), entonces
veremos que los puntos correspondientes se moveran a lo largo de
las curvas o y f3, las cuales divergen fuertemente y, por tanto, no
proporcionan ninguna informacién sobre la linea integral que “entra”
en el punto singular §. En cambio, si nos movemos por la linea
integral “partiendo” del punto S y tomando como segmento inicial
de la linea integral un segmento de la recta excepcional, entonces
el error se puede minimizar si se tiene en cuenta la convergencia
de las lineas integrales en la direccién de decrecimiento de la
variable x.

76
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En la figura 72 se muestra la disposicién de las lineas integrales en
un entorno del punto singular. La linea que pasa por el punto x, del
cuello de la tobera corresponde a los valores donde el numerador
del segundo miembro de la ecuacién (156) se anula, mostrando la
existencia de puntos de extremo.

10. Puntos de equilibrio
de orden superior

En las secciones precedentes hemos estudiado los tipos de puntos
singulares que se presentan cuando el jacobiano es diferente de
cero (J* # 0). Pero cuando, por ejemplo, todas las derivadas parciales
hasta de orden n inclusive de las funciones X e ¥ que aparecen en
los segundos miembros del sistema (122) se anulan, en un entorno de
un punto singular son posibles infinitos esquemas de comportamiento
de las trayectorias de fase. Al mismo tiempo, si excluimos del andlisis
los puntos de equilibrio tipos centro y foco, entonces resulta que el
entorno del punto singular se puede dividir en un nimero finito
de sectores pertenecientes a los tres tipos estandar: hiperbélicos,
parabélicos y elipticos. Antes de estudiar con mayor detalle estos
sectores, haremos una serie de suposiciones que simplificarin la
investigacion posterior.

Ante todo, vamos a considerar que el origen de coordenadas ha
sido trasladado al punto singular, 0 sea, 2" = 3" = 0; los segundos
miembros del sistema (122) se pueden escribir en la forma

X(z,¥)= X, (z,y) + Bz, y),

15
Y(z,y) =Y, (z,y) + ¥(z,y), 7
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donde X, e ¥, son polinomios homogéneos de grado n respectoa las
variables « e y (uno de estos polinomios puede ser idéntico a cero);
y en un entorno del origen de coordenadas las funciones @ y ¥
poseen derivadas parciales continuas de primer orden. Supondremos,
ademds, que en ese mismo entorno del origen de coordenadas las

funciones

¥(z, y) D, (2, y) @, (@ )
(zl + yi‘)fnﬂlfl’ (5-..2 3 yz)nﬂ ¥ (5:2 + yl]m‘z’

U(z, y) U, (2,y) v, (= v)
(32 = yzj(mnfz’ {zz + yz)n.r'z’ (zz + yz}m'z

estan acotadas.
Bajo estas condiciones son vilidas las siguientes afirmaciones:

1. Para el sistema de ecuaciones (122) con segundos miembros de la
forma (157), toda trayectoria que “entre” en el origen de coordenadas
con tangente definida es tangente a una de las rectas excepcionales

2Y,(z,4) — y X, y) = 0. (158)

Dado que las funciones X e ¥, son homogéneas, la ecuacién (158)
se puede escribir como una ecuacion respecto a la pendiente A = z

En este caso la recta excepcional se llama singular si se cumplen las
igualdades

X (z, ) =Y, (2,4 =0.

Las rectas de la figura 62 son ejemplos de este tipo de recta. Las
rectas (158) no singulares se denominan regulares.
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2. Para investigar el comportamiento de las trayectorias de fase
del sistema {122) en un entorno de uno de los dos haces que
“parten” del origen de coordenadas y forman la recta excepcional,
basta considerar un circulo suficientemente pequefio (con centro en
el origen de coordenadas) en el que se elige un sector acotado
por dos radios situados suficientemente cerca a ambos lados de la
semirrecta. Este sector se conoce comunmente con el nombre de
dominio normal de Frommer. Seamos mds precisos: en el caso de
una recta excepcional regular, correspondiente a un factor lineal
en la ecuacion (158), el dominio normal visto en un circulo de
radio suficientemente pequefio puede ser atrayente (dominio normal
de primer tipo) o repelente (dominio normal de segunde tipo).

2a) Un dominio normal de primer tipo se caracteriza por el hecho de
que toda trayectoria que pase por €l alcanza el origen de coordenadas
en la direccién de la tangente que coincide con la recta excepcional
(fig. 74).

Fig. 74 Fig. 75

2b) Un dominio normal de segundo tipo se caracteriza por el hecho
de que s6lo una de las trayectorias de fase que pasa por €l alcanza
el punto singular en la direccion de la tangente que coincide con la
recta excepcional. Las demds trayectorias de fase del sistema (122)
que entran en el dominio normal a través de la frontera del circulo
lo abandonan atravesando uno de los radios que lo acotan (fig. 75).
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Prestemos atencion al siguiente hecho. Si el circulo con centro en el
origen de coordenadas es suficientemente pequefio, entonces los dos
tipos de dominios normales considerados se pueden clasificar segiin
el comportamiento del vector (X,Y) en la frontera del dominio.
Ademés, el comportamiento del vector (X, ¥) se puede identificar
con el del vector (X, Y,). Incluso se puede mostrar que si, como
se ha supuesto, la direccién excepcional dada no corresponde a una
raiz multiple de la ecuacién caracteristica, entonces el vector visto en
uno de los radios que limitan el dominio normal estd dirigido bien
hacia el interior, bien hacia el exterior del dominio. Si en el primer
caso el vector, visto en el arco de circunferencia de la frontera, estd
dirigido hacia el interior, y en el segundo caso estd dirigido hacia
el exterior, entonces el dominio normal es de primer tipo. Si tiene
lugar la situacién contraria, el dominio normal es de segundo tipo.
En cualquier caso, el vector, visto en el arco de circunferencia de
la frontera, siempre esta dirigido bien hacia el interior bien hacia el
exterior del dominio, puesto que es casi paralelo al radio.

Los dominios normales correspondientes a direcciones excepcionales
singulares o a raices miiltiples de la ecuacién caracteristica, son de
naturaleza mas compleja, y en vista de que casi nunca se presentan,
no los consideraremos en el presente trabajo.

Un punto de silla admite cuatro dominios normales de primer tipo.
En un entorno de un nodo hay dos dominios normales de primer
tipo v dos de segundo tipo.

3. Siexisten rectas excepcionales reales, entonces el entorno del punto
singular se puede dividir en un niimero finito de sectores, cada uno
limitado por dos trayectorias de fase del sistema (122) que entran en
el origen de coordenadas con tangente definida. Cada uno de estos
sectores pertenece a uno de los tres tipos siguientes:
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3a) Un sector eliptico que contiene infinitas trayectorias de fase con
forma de bucle, las cuales pasan por el origen de coordenadas y son
tangentes a los lados de la frontera del sector (fig. 76).

Fig. 76 Fig. 77

3b) Un sector parabdlico densamente poblado de trayectorias de fase
que unen el punto singular con la frontera del entorno (fig. 77).

3¢) Un sector hiperbélico densamente po-
blado de trayectorias que se acercan a la
frontera en ambas direcciones (fig. 78).

o

Hablemos con més precision:

4a) Los sectores elipticos se forman entre
dos trayectorias pertenecientes a dos domi-

I . . E Fig.
nios normales consecutivos de primer tipo. g.78

4b) Los sectores parabdlicos se forman entre dos curvas de fase
pertenecientes a dos dominios normales consecutivos, uno de primer
tipo y otro de segundo tipo. Todas las curvas de fase que pasan por
este sector son tangentes en el punto singular a la recta excepcional
que define el dominio de primer tipo.
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4¢) Los sectores hiperbdlicos se forman entre dos trayectorias perte-
necientes a dos dominios normales consecutivos de segundo tipo.

Se pueden distinguir cuatro sectores hiperbolicos en un punto de
silla y cuatro sectores parabélicos en un nodo. Los sectores elipticos
no aparecen en el caso de los puntos singulares simples, cuando el
jacobiano es diferente de cero (J* # 0}

En un entorno de un punto singular que no permite la existen-
cia de direcciones excepcionales reales, las curvas de fase tienen
obligatoriamente estructura de centro o de foco'".

11. Inversion y coordenadas
homogéneas

En las secciones anteriores expusimos algunos métodos para determi-
nar el comportamiento local de las travectorias de fase de los sistemas
diferenciales tipo (122) en un entorno de un punto singular. Aunque
en muchos casos toda la informacion necesaria se puede obtener de
esta manera, es posible que tengamos que examinar el comporta-
miento de las trayectorias en sitios del plano de fase infinitamente
alejados, cuando z° +y* — oco. El método més simple de estudio
del comportamiento asint6tico de las trayectorias del sistema (122)
consiste en transformar el sistema inicial, por ejemplo, mediante la
inversicn

"' Los métodos para diferenciar un centro de un foco se pueden ver, por ejemplo, en
el libro de V. V. Amelkin, N. A. Lukashévich v A P Sadovski “Oscilaciones no lineales
en sistemas de segundo orden”, Minsk, 1982 (en ruso).
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E. =N
g Ve
_ _ ¥
(e_$2+y2r n_rz_'_yz)!

la cual permite analizar el punto en el infinito. La transforma-
cién (159) transforma el origen de coordenadas en el punto del
infinito, y viceversa. Cualquier punto finito M(z, y) del plano de
fase se transforma mediante (159) en un punto M'(€, n) del mismo
plano, verificindose que M v M" estdn v

(159)

B

en una misma semirrecta que parte del M
origen de coordenadas, de manera que

OM -OM' =7* (fig. 79). Como se sabe, /ﬁ :

dichas inversiones transforman las cir- o s

cunferencias en circunferencias (las line- !_y &
as rectas son circunferencias que pasan :

por el punto del infinito). En particu-
lar, las lineas rectas que pasan por el Fig. 79

origen de coordenadas son invariantes

respecto a la transformacidn (159). Por esto, las pendientes de las
direcciones asintéticas son las pendientes de las tangentes en el nuevo
origen de coordenadas £ = 7 = 0. En la gran mayoria de los casos

el nuevo origen de coordenadas es un punto singular. Las causas de
este hecho serdn examinadas posteriormente.

En lo referente a la construccién en el plano inicial (z, y) de una curva
que posea una direccion asintdtica determinada, es decir, una tangente
definida en el origen de coordenadas en el nuevo plano (£, 7), se
debe comenzar por su construccién en el plano (£, 7), digamos, en
un circulo unidad de (£, 7). De hecho, dado que (159) transforma
todo circulo unidad en si mismo, entonces siempre se puede hallar
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un punto de interseccién de la curva con la circunferencia unidad en
el plano (z, y); el andlisis posterior se realiza de la manera usual.

Nétese que el completamiento del pla-
no (z,y) con el punto del infinito es
topologicamente equivalente a la in-
version de la proyeccion estereogrifica
(fig. 80), la cual transforma los puntos
de la esfera en el plano tangente a ella
en el punto S. El centro N de la pro-
yeccién es diametralmente opuesto al
punto S. Es evidente que el centro N
de la proyeccién corresponde al punto
del infinito en el plano (=, ¥). Recipro-
camente, si transformamos el plano en la esfera, entonces un campo
vectorial en el plano se transforma en un campo vectorial en la esfera,
y el punto del infinito puede resultar un punto singular en la esfera,

Fig. 80

Sin embargo, se debe tener presente que a pesar de que el método
de inversién es muy 1til, él resulta muy incémodo y requiere cil-
culos voluminosos cuando el punto singular en el infinito tiene una
estructura complicada. En estos casos se puede utilizar otra transfor-
macion mas comoda del plano (z, y), las denominadas coordenadas
homaegéneas

r Y=

LR

Esta transformacién le pone en correspondencia a cada punto (z, y)
una terna de nimeros reales (£, 1, 2) no todos iguales a cero si-
multineamente; ademds, para todo real k # 0, las ternas (£, 75, 2) y
(k&, kn, kz) no se diferencian entre si.
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Si (z, ) es un punto finito, entonces z # 0. 5i z = (, obtenemos una
recta en el infinito. El plano (z, y) completado con una recta en el
infinito se llama plano proyectivo. Dicha recta puede contener varios
puntos singulares, cuya naturaleza es, por lo general, mas simple que
la de los puntos singulares obtenidos mediante una inversion.

Fig. 81

Si consideramos un haz de rectas y describimos alrededor de su
centro una esfera de radio igual, por ejemplo, a la unidad, entonces
cada recta del haz se cortard con la esfera en dos puntos diame-
tralmente opuestos. De aqui se deduce que todo punto del plano
proyectivo se transforma de modo biunivoco v continuo en un par
de puntos diametralmente opuestos de la esfera unidad. De este
modo, el plano proyectivo se puede ver como el conjunto de todos
los pares de puntos diametralmente opuestos de la esfera unidad.
Para imaginarnos el plano proyectivo es suficiente considerar, por
ejemplo, la mitad inferior de la esfera y ver sus puntos como pun-
tos del plano proyectivo. Provectando ortogonalmente la semiesfera
inferior en el plano « tangente a la esfera en el polo S (fig. 81), el
plano proyectivo se transforma en un circulo unidad en el que los
puntos diametralmente opuestos de la frontera se identifican. Cada
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par de puntos diametralmente opuestos de la frontera correspon-
de a una recta impropia (infinitamente alejada), cuya unién con el
plano euclideo Io transforma en una superficie cerrada: en el plano
proyectivo,

12. Flujo de un gas ideal
en un conducto rotatorio
de diametro constante

En algunos sistemas de helicopteros v aviones turbohélice, asi como
en las turbinas de reaccion, la mezela gaseosa de combustible se
hace pasar por conductos rotatorios de seccién transversal constante
situados en la paletas del compresor y unidos mediante un eje
vertical hueco. Para establecer las condiciones Optimas de rotacion
es necesario analizar el paso de la mezcla por el conducto rotatorio
y relacionar la solucién con las condiciones de contorno propias del
conducto. En la paleta, el gas gira junto con ésta alrededor del eje
con velocidad angular constante w v se mueve respecto al conducto

dy
con aceleracion ud_—, donde » es la velocidad de una particula de
r
gas respecto al conducto, y 7, la coordenada, medida a lo largo de la
paleta rotatoria del compresor.

En la figura 82 se presenta el esquema del conducto rotatorio de
una paleta del compresor'?. Se supone que la mezcla de estado

2 Kestin |, Zaremba S, K. Adiabatic ane-dimensional flow of a perfect pas through
a rotatirig tube of uniform cross-section // Aeronaut. Quart. 1954, V.4, P.373-399,
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Fig. 82

inicial conocido se suministra por un eje hueco a la cavidad en
el eje de rotacién, v que la velocidad del flujo en la cavidad es
despreciable. Denotemos con a la frontera de permanencia del gas
en la cavidad. Supondremos que el gas es un gas ideal con calor
especifico constante. El coeficiente del proceso isoentropico (es decir,
del proceso adiabatico reversible) se representard con la letra 7.

Ademas, se supone que el gas se dilata en la tobera que termina
en la seccién b, seccidén que, a su vez, es la entrada al conducto de
didmetro constante. Asumamos que la dilatacién del gas del estado a
al estado b es isoentrépica; representemos con v, la velocidad del gas
después de la dilatacion, y la distancia desde el eje de rotacién O,
hasta la seccién b, mediante r,.

Al pasar a través del canal de seccién transversal constante de
drea A y didmetro hidraulico D, el gas se acelera bajo la accion
combinada del gradiente de presion y de la aceleracién dindmica en
la paleta rotatoria del compresor. Despreciaremos tanto la influencia
del cambio de nivel de presién (si existe tal cambio) como la variacitn
de los gradientes de presion que actian sobre el plano de la seccién
transversal y que son consecuencias de las aceleraciones de Coriolis.
Esta ultima suposicion requiere, en general, verificacion experimental,
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ya que la existencia de gradientes transversales de presion puede
ser la causa de la aparicién de flujos adicionales. Sin embargo, si el
didmetro del conducto es pequenio en comparacién con su longitud,
dicha suposicién es valida.

Ahora es claro que las ecuaciones de movimiento y de energia de la
mezcla comprimida que pasa por un conducto de seccion transversal
constante y en estado de reposo, deben cambiar su forma en virtud
de la fuerza de inercia. En cuanto a la ecuacién de continuidad, su
forma no varia.

Supongamos también que a partir de la seccion ¢ situada al final del
conducto, el gas se comprime de modo isoentrépico al pasar por la
tobera que se ensancha. El gas pasa al estado de reposo respecto a la
paleta del compresor en la segunda cavidad a una distancia r; del eje
de rotacion, y aleanza una presion igual a Py v una temperatura T,,.

Desde la segunda cavidad el gas se dilata isoentrépicamente por la
tobera de seccién transversal decreciente (o decreciente-creciente), de
modo que abandona la cavidad formando un dngulo recto con el eje
del conducto. Asi, aparece una fuerza de empuje condicionada por
la existencia de un momento de torsion.

En lo sucesivo, para simplificar la exposicion consideraremos que
la tobera se estrecha y que el drea de la seccién transversal de
salida es A". Denotemos la presion exterior (presién atmosférica)
mediante P,, v analicemos dos casos del paso de la mezcla por

ok .
la tobera. Primero, cuando la relaciom Fﬂ supera el valor critico,
d

P 2 T/lr=1}
B ()
P, (7+1

es decir, cuando
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En este caso, el flujo en la salida de la tobera es subsonico, implicando
que la presion Py es igual a la presion atmosférica:

P,=P,

P
El segundo caso se presenta cuando la relacién 1—9‘1 es menor que el

d
valor critico, o sea, cuando

P 2 /-1
L g — .
Py (‘F + 1)

Aqui la presién P; en la salida de la tobera tiene un valor fijo que
depende de la presién Py, pero no de la presién P,. De este modo,

) /-1
pelem) &

En este ultimo caso, el flujo en la salida de la tobera posee la velocidad

del sonido
2 12
= — e
: (T+l) %

donde el valor de la magnitud a, depende tinicamente de la tempe-
ratura T),.

En el andlisis futuro supondremos que el flujo es adiabdtico en
todas partes, y que es isoentropico salvo en el tramo del conducto
comprendido entre las secciones b y ¢.

Al igual que en el caso de la deducci6n de la ecuacién diferencial del
flujo adiabitico de un gas ideal en una tobera de didmetro varable,
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nos detendremos en las ecuaciones de continuidad, de movimiento y
de energia. La ecuacién de continuidad en este caso tiene la forma

— EA— = const, (160)

w_v
A

donde V es el volumen especifico y ¥ es la densidad de masa del
flujo. Escribiendo (160) de otra manera, resulta

-

donde m' es la masa del flujo.

Para obtener la ecuacién de movimiento haremos uso de la fi-
gura 83. Nétese que la accién dindmica del movimiento rotatorio

&L Z ‘ de la paleta del compresor se
- : <—— [Z.4a puede utilizar para describir el
: —- rimi 1 fluj to al
o= S movimiento de| ﬂl'im.respec 0
= [~ conducto en movimiento, don-
7 T LT
r l de, de acuerdo con el principio

ridr - de D’Alembert, se supone que
la fuerza de inercia

Fig. B3

dl = 5u:zr dr

actiia en la direccién positiva r. Entonces el elemento de masa
A dv ;
dm = Fdr se mueve con aceleracién v = bajo la accion de la fuerza

de inercia dI, de la presion AdP y de la fuerza de rozamiento
~

v’
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Reynolds. En una primera aproximacion se puede considerar que A
es una magnitud constante a lo largo de todo el conducto. Teniendo
en cuenta esto, la ecuacién de movimiento se escribe en la forma

A dv 2AAv°
—drv—=-AdP -
e =4 VD

4 2
dr + Fw T dr,
o, después de simplificar,

2
VdP + vdv+ sz dr — w'r dr = 0. (161)

La ecuacion de energia se obtiene facilmente con ayuda del primer
principio de la termodindmica para sistemas cerrados y teniendo
presente que la cantidad de trabajo realizado por el sistema es w’r dr.
De este modo,

dh +vdv — w'r dr =0,

donde h es la entalpia.

Determinando la velocidad a del sonido con la formula

h= 8 i
¥y—1
obtenemos que
a da + £ v du — _1Hl2fdr= 0.
De aqui, la ecuacion de energia es
2 =1 ¥=1 ,
R=at bl 5 vz-—Twr (162)
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Introduciendo las magnitudes adimensionales

. G = ' (163)

llegamos a la igualdad

2
o -1
BT T

at 2 2

2

Gz’ (164)

Despejando la presién y el volumen especifico de las ecuaciones
fundamentales (160), (161) y (164), es posible obtener una ecua-
cién que relacione la magnitud adimensional M, con la distancia
adimensional. Esta ecuacién es precisamente la ecuacién diferen-
cial fundamental para la resolucién del problema analizado. De la
ecuacion de continuidad (160) sigue que

V=-—. (165)

a partir de la ecuacion (162) obtenemos

2

_ e T
p= (ﬁ I s 1_“1,.1)1,,,
YU 2 2y v

dP —1w'r -1 4} —1w*r*\ d
_=7___('f iy "f__)_”, (166)
dr ¥ v dar

zy vy ¥
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dP
Sustituyendo el valor de V de la ecuacion (165) y = de la

ecuacion (166) en la ecuacion de movimiento (161) y teniendo en
cuenta las expresiones (163), resulta la ecuacion diferencial

aM; M} (207 M; — GPx)

= : (167)
dz + -1 .,
1- "'—M~ 1oy
2
Haciendo
My =y, m=2\, p=5hr+1l, g= 5(1—1).

la ecuacion (167) se puede escribir como

dy 2 -G

dy _ 2y(my - G'z) (168)

dr  1-py+qGizY

La ecuacién diferencial (168) es nuestro objeto de investigacién
posterior. El cambio de variable (159) reduce la ecuacitn (168) a la
forma

an_2%n[(€+7)"-p1(€+7) +46°€] +20(77 ) (mn-G7¢)

& () [(€ ) -pn(€+77) +9G2€?] +4g7 (mn-G%€)
(169)
Es claro que el origen de coordenadas es un punto singular de la
ecuacién (169). Tanto en el numerador como en el denominador, los
términos de menor orden son los de segundo orden. Si despreciamos
los términos de érdenes superiores (como se describe en la pagina 177,
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cuando analizamos los puntos de equilibrio de orden superior),
obtenemos que

Y, (& 1) = 2967 n + (7’ - €) (mn - G7¢),
X6 = 9G°¢ (€ — ') + %n’ (mn - G7¢),
lo que significa que el origen de coordenadas es un punto singular de

orden superior. La ecuacidn caracteristica simplificada de la ecuacion
diferencial (169) es

&n(¢” +7')[(g + DG*§ — 2mn] = 0. (170)
De aqui resultan las rectas excepcionales reales

a)E=0,
byp=0, (171)
o) (g +2)G°E — 2mn =0,

cada una de las cuales es regular y corresponde a uno de los factores
de la ecuacién (170).

Para los valores positivos de & y 7, el valor X,(£, ) es positivo en
un entorno de todas las tres rectas excepcionales; consiguientemente,
en el primer cuadrante y en un entorno de dichas rectas la expresion

Y (&)
X, & m)

_ _ (& +7°) [(g+ 267 — 2mn]
£[qG?€ (€ — ) + 4ém? (mn - G%¢) |

n
ik 172
; (172)

tiene el mismo signo que el primer miembro de la igualdad (171¢), -
es decir, tiene signo negativo por debajo de la recta (171 ¢) y signo
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positivo por encima de ella. Lo tiltimo se debe a que la expresion (172)
puede cambiar de signo solamente al pasar a través de una recta
excepcional. Geométricamente, esto significa que sobre los radios
situados en el primer cuadrante entre las rectas (171b) v (171¢), el
segundo miembro de la ecuacion diferencial

dn _ YC.m)
X,&n’

la cual determina el comportamiento de las curvas integrales en un
circulo con centro en el origen de coordenadas y radio suficientemen-
te pequeno, define un dngulo mayor

que el dngulo de inclinacion de los ! ;
radios. Sobre los radios dispuestos %_ 1
entre las rectas (171¢) y (171a), el \{\(\.ﬁ_k\ ¥ ’_,f-f""
segundo miembro de la Gltima ecua- s \:: -
cion dlferencuj] define T::m _éngf{ln #,f—' X, “n\_\_\
menor que el angulo de inclinacion )t‘

de los radios (fig. 84). En consecuen- i \ =

cia, el dominio normal que contiene '

a la recta (171 ¢) es de segundo tipo, Fig. B4

En virtud de la simetria del campo

definido por el vector (X, Y,), estos resultados son vilidoes también
para los dominios normales obtenidos de los anteriores mediante un
giro de 180° alrededor del punto singular,

Asi pues, existen exactamente dos curvas integrales que “entran” en
el punto singular por la tangente (171 ¢c) e infinitas curvas integrales
que son tangentes a los ejes coordenados (171a) y (171b) en el punto

de reposo.

www.FreelLibros.me



Como se ve, el segundo y cuarto cuadrantes contienen sectores
elipticos, ya que estin dispuestos entre dos dominios normales con-
secutivos de primer tipo (fig. 85).
Cada uno de los cuadrantes pri-
mero y tercero es dividido en
dos sectores por curvas inte-
grales tangentes a la recta ex-
cepcional (171c) en el origen
de coordenadas. Dichos secto-
res son parabélicos, puesto que
se encuentran entre dos domi-
nios normales consecutivos, uno
Fig. 85 de los cuales es de primer tipo,
y el otro, de segundo. Ademas,
todas las lineas integrales, salvo aquéllas que son tangentes a la
recta (171 ¢), son tangentes a los ejes de coordenadas (171a) y (171b)
en el punto singular.

n

e

Desde un punto de vista fisico, la ¥
ecuacion diferencial (108) tiene sen-
tido solamente en el primer cua-
drante del plano (z,y). Regresan-
do a este plano, vemos que existe
tinicamente una curva integral con

direccion asintética de pendiente
_
n [#] T

G-
(g+2)—. Fig. 86
2m

La curvas integrales restantes admiten como direccién asintotica a
uno de los ejes de coordenadas. De hecho, se puede demostrar
que todas estas curvas se acercan asintoticamente a uno de los ejes
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x
coordenados, es decir, que al tender a infinito no sélo LA 5 =
T

en cada una de ellas, sino que en realidad y — 0 6 = — 0. Este
hecho se ilustra en la figura 86, donde aparecen algunas de las
curvas integrales para valores grandes de z e y. El cuadro de
comportamiento de las curvas integrales a una distancia finita del
origen de coordenadas depende, ante todo, de la disposicion de los
puntos singulares, y exige un examen especial. Se puede demostrar,
ademds, que las curvas integrales que se acercan asintoticamente
a los ejes de coordenadas (fig. 86), abandonan el primer cuadrante
a una distancia finita del origen de coordenadas.

13. Trayectorias cerradas aisladas

Ya sabemos que en el caso de un centro cierta region del plano de
fase esta densamente poblada de trayectorias cerradas. Sin embargo,
se puede presentar una situacion mds compleja cuando se tiene
una trayectoria cerrada aislada, es decir, una trayectoria cerrada que
posee un entorno donde no se contienen otras trayectorias cerradas.
Este tilimo caso estd directamente relacionado con la cuestion de
la existencia de soluciones periédicas aisladas. Y resulta interesante
que las trayectorias cerradas aisladas sélo pueden tener ecuaciones y
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales.

Las soluciones periédicas aisladas estan relacionadas con una gran
variedad de propiedades de los fenomenos y procesos que tienen
lugar en la biclogia y la radiofisica, en la teoria de oscilaciones y en
la astronomia, en la medicina y en la teoria de construccién de ins-
trumentos. Las soluciones de este tipo también aparecen al estudiar
los modelos diferenciales en economia, en la resolucidon de muchos
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problemas de control automatico, de construccion de aviones, etcétera.
Mds adelante estudiaremos la posibilidad de surgimiento de solucio-
nes peri6dicas aisladas al investigar los procesos en redes eléctricas.
Como modelo consideraremos el sistema diferencial no lineal

dx . )

= = y+ez(i-2"-v)

i (173)
:3 =z+y(1-2° - ).

Para resolver el sistema (173), introduzcamos las coordenadas polares
r, # mediante las férmulas = rcos#, ¥ = rsenf. Derivando las

expresiones z” +y° = 7° y # = arctg y respecto a f, obtenemos las
T
igualdades

iz dy  dr dy dr  .df

T T =T Ty ydt_rdt‘ (174)
Multiplicando la primera ecuacién del sistema (173) por = y la
segunda por y, sumando las ecuaciones resultantes, v teniendo en
cuenta la primera igualdad de (174), hallamos

& (1) (175)
T T r ol 1
Si ahora multiplicamos la segunda ecuacién de (173) por z y la pri-
mera por ¥, y las restamos teniendo en cuenta la segunda ecuacion
de (174), obtenemos

g (176)
T at =r.

El sistema (173) posee un vnico punto singular O(0,0). Ya que
por ahora nos interesa solamente la construccién de la trayectoria,
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podemos asumir que r > 0. Entonces las ecuaciones (175) y (176)
indican que el sistema (173) se redujo a la forma

&

d
r"f[l—'fz), '&'E—

TR 1. (177)

Integrando las ecuaciones del sistema (177) obtenemos toda la familia
de sus soluciones:

1
r=—————, f#=t+t, 178
V14 Ce ™ ¥ e

o, regresando a las variables iniciales z e y,

_cos(t+ ) _ sen(t+1t;)

z= : = ;
Vi+Ce & y V1+Ce &

Haciendo € = 0 en la primera ecuacién de (178), llegamos a las
ecuaciones

r=1 #=i+1,

Estas igualdades definen una trayectoria cerrada: la circunferencia
2?4+ 3 = 1.5 C <0, entonces es evidente que r > 1 y r — 1
cuando £ — +00. 5i € > 0, entonces r < 1 y nuevamente 7 — 1
cuando £ — 4oc. Esto quiere decir que existe una tnica trayectoria
cerrada (r =1) a la cual las demas trayectorias se aproximan con el
tiempo formando espirales (fig. 87).

Las trayectorias de fase cerradas que poseen esta propiedad se
conocen con el nombre de ciclos limites o, con mas precision, ciclos
limites (orbitalmente) estables. El hecho consiste en que existen otros
dos tipos de ciclos limites. Un ciclo limite se denomina (orbitalmente)
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inestable si todas sus trayectorias vecinas se alejan de €l por espirales
cuando ¢ — +oc. Un ciclo limite se llama (orbitalmente) semiestable
si, cuando t — +o00, todas las trayectorias a un lado del ciclo
(por ejemplo, las de adentro) se enrollan tendiendo hacia €, y al otro
lado (las de afuera) se desenrollan alejdndose del ciclo limite.

En el ejemplo estudiado arriba pudimos
hallar la ecuacién de una trayectoria de
fase cerrada, pero en el caso general
esto no es posible. Por tal razon, en
la teoria de las ecuaciones diferenciales
ordinarias juegan un papel importante
los criterios que permiten, al menos,
indicar las regiones que pueden contener
ciclos limites. Notese que una trayectoria
cerrada del sistema (122), en caso de
Fig. 87 existir, necesariamente contiene en su
interior al menos un punto singular de
dicho sistema. De aqui, en particular, se deduce que, si en cierta regién
del plano de fase no hay puntos singulares del sistema diferencial,
entonces en esta regién no hay trayectorias cerradas.

Supongamos que una regién D del plano de fase esta acotada junto
con su frontera y no contiene puntos singulares del sistema (122).
Entonces se verifica el criterio de Poincaré—DBendixson que afirma
que si I' es una trayectoria del sistema (122) que en ¢l instante inicial
t = t, parte de un punto de D y permanece en D para todo t > t,,
entonces bien [ es una trayectoria cerrada, bien con el transcurso del
tiempo T' se aproxima por una espiral a una trayectoria cerrada.

Hustremos este hecho utilizando la figura 88. Aqui la regién D
estd compuesta por las curvas cerradas I, y T', y la region anular
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comprendida entre ellas. Asigne-
mos a cada punto frontera (x,y)
de la regién D el vector

Viz,y)= Xz, y)i+ Yz, 9]

Si la trayectoria T, que en el instan- Fig. 88

te inicial ¢ = ¢, parte de un punto

frontera de D, entra en D y permanece alli para ¢ > ¢, entonces, de
acuerdo con el criterio que acabamos de formular, la trayectoria T’
se aproximard por una espiral hacia cierta trayectoria cerrada T,
contenida en la region D. Ademads, la curva Ty deberd abarcar un
punto singular del sistema diferencial (punto P) no contenido en D,

El sistema diferencial (173) proporciona un ejemplo simple de apli-
cacion del criterio de Poincaré—Bendixson durante la busqueda de
ciclos limites. En efecto, el tinico punto singular del sistema (173)
es O(0, 0). Por consiguiente, en la regién D, entre las circunferencias

1
de radios r = Tilks 2 no hay puntos singulares. Partiendo de
d
la primera ecuacion del sistema (177) vemos que d_: >0enla

; e dr - .
circunferencia interior, mientras que 7 < 0 en la circunferencia

exterior. El vector V asociado a los puntos frontera de la regién D
siempre estd orientado hacia el interior de D. Esto significa que en la

1
region anular entre las circunferencias de radios r = 3 y r =2 debe

haber una trayectoria cerrada del sistema diferencial (173). Dicha
trayectoria realmente existe y, en este caso, es la circunferencia de
radio r = 1.
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En la préctica es muy dificil aplicar el criterio de Poincaré—Bendixson
al sistema general (122), puesto que no existen métodos generales
de construccién de las regiones correspondientes y, por tanto, el
éxito depende tanto de la forma del sistema como de la habilidad
del investigador. Al mismo tiempo, es necesario tener presente que
la blisqueda de criterios de ausencia de ciclos limites es no menos
importante que la buisqueda de criterios de existencia. El criterio de
ausencia de ciclos limites mas difundido es el criterio de Dulac, el
cual afirma que si existe una funcion B(x,y) > 0 continua junto con
sus derivadas parciales, y tal que en cierta region simplemente conexa
del plano de fase la funcion

(BX) " d(BY)
dz ay

es de signo definido', entonces en la region D no hay ciclos limites
del sistema diferencial (122).

Para B(z,y) = 1, el criterio de Dulac se conoce como criterio de
Bendixson.

En el caso de la ecuacion diferencial (156), la cual describe un
flujo adiabédtico unidimensional de un gas ideal con calor especifico
constante en un conducto con rozamiento, tenemos

X(z. ) =(1-uF(z),

7-=1

Yiz,y)= 43;(1 3 y) (vqu - F'(z)).

¥ Definida positiva o definida negativa.
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Haciendo

B(z, ) = [@F(zm (1 " 1;—1y)]

resulta
8(XB) g AXB) _ q
az dy  F(z)

>0,

lo que significa que la ecuacion (150) no tiene curvas integrales
cerradas.

Definamos el concepto de indice de un punto singular, concepto que
serda utilizado cuando nos cuestionemos la existencia de los ciclos
limites.

Sea I' una curva cerrada simple (0 sea, sin autointersecciones) que
no es necesariamente una trayectoria del sistema diferencial (122).
Supongamos que I' pertenece al pla- v

no de fase y no pasa por los puntos ¥}
singulares de este sistema. Si P(z, y) )
es un punto de la curva T, entonces
el vector

Viz,y) =Xz, 9)i+ Yz )i

donde i,j son los versores de los Fig. 89

ejes de coordenadas cartesianas, no

es nulo y, consiguientemente, tiene una direccion determinada, la
cual estd dada por cierto angulo # (fig. 89). Si el punto P(z,y) da
una vuelta completa al moverse por la curva I en algtin sentido
fijo (por ejemplo, en contra del movimiento de las agujas del reloj),
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entonces el vector V realiza un niimero entero de vueltas, es decir, el
éngula ! se incrementa en Af = 27n, donde n es un numero entero
positivo, negativo o igual a cero. El niimero n se denomina indice de
la curva cervada T (indice del ciclo T').

Si comenzamos a contraer continuamente el ciclo I' de modo que
durante la deformacion €l no pase por un punto singular de un
campo vectorial dado, entonces el indice del ciclo debe, por una
parte, cambiar continuamente y, por otra, permanecer igual a un
ntimero entero. Esto significa que durante una deformacidn continua
el indice del ciclo no cambia. Partiendo de esta propiedad, por indice
de un punto singular se entiende el indice de una curva cerrada simple
que rodea a diche punto. Veamos algunas propiedades de los indices:

1) el indice de una trayectorin cerrada del sistema (122) es igual a +1;

2) el indice de una curva cerrada que abarca varios puntos singulares
es igual a la suma de los indices de dichos puntos;

3) el indice de wna curva cerrada que no abarca ningin punto
singular es igual a cero.

De aqui, se deduce en particular que como el indice de una trayectoria
cerrada del sistema (122) siempre es igual a 1, entonces una trayectoria
cerrada debe encerrar un punto singular con indice +1 6 varios
puntos singulares con indice total igual a +1. Este hecho se utiliza
con mucha frecuencia para demostrar la ausencia de ciclos limites,

El indice de un punto singular se calcula mediante la férmula

(179)

donde e es el nimero de sectores elipticos y k es el nimero de sectores
hiperbdlicos. En la prictica se puede emplear la siguiente técnica
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sencilla para calcular el indice de un punto
singular. Sea L un ciclo que no pasa por nin-
gun punto singular del sistema diferencial (122)

y que tiene a lo sumo un nimero finito de
puntos comunes con cualquier trayectoria de
dicho sistema (las trayectorias pueden cortar la ¥
curva L o ser tangentes a ella). En caso de que
haya tangencia (fig. 90), se consideran solamen- Fig. 90
te los puntos de tangencia externos (como el g

punto A4) e internos (como el B). Las tangencias en los puntos de
inflexién (como el punto €) no se consideran. Para calcular el indice
del punto singular, se utiliza la férmula (179), donde e y h son,
respectivamente, las cantidades de puntos internos y externos de
tangencia de las trayectorias del sistema (122) con el ciclo L.

En la figura 91 se muestran puntos singulares con indices 0, +2, 43, +1
y —2, respectivamente.

Sefalamos que la construccion del cuadro completo del comporta-
miento de las trayectorias de fase del sistema diferencial (122) se
facilita introduciendo el punto del infinito mediante la transforma-
ci6n (159). En topologia existe un teorema bastante general que afirma
que cuando un campo vectorial continuo que posee un niimero finito
de puntos singulares se define sobre una esfera, la suma de sus
indices es igual a +2. Asi pues, si la suma de los indices de todos
los puntos singulares de un sistema diferencial (con un nimero finito
de puntos singulares) pertenecientes a una parte finita del plano de
fase, es diferente de +2, entonces el punto del infinito es un punto
singular con indice no nulo.

Pero si en lugar de una inversién se utilizan coordenadas homogéneas,
entonces la suma de los indices de todos los puntos singulares serd
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Fig. 91

igual a +1. De hecho, si se proyecta el plano sobre una esfera con
centro de proyeccion en el centro de la esfera, entonces dos puntos
de la esfera corresponden a un punto del plano proyectivo, y la
circunferencia del circulo maximo, paralelo al plano, corresponde
a una recta en el infinito.

Si nos remitimos a la ecuacién (168), la cual describe un flujo uni-
dimensional adiabético de un gas ideal por un conducto rotatorio
de didmetro constante, entonces, como se ve en la figura 85, para el
punto singular del infinito tenemos que e = 2, h = 0, resultando
que el indice de este punto es igual a 42 y no depende de los
valores de las constantes en la ecuacion (168). De lo anterior sigue,
en particular, que la suma de los indices de los puntos singulares
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finitos es igual a cero. Se puede demostrar que en dependencia de si
la recta my — G*z = 0 se corta en dos puntos, en un punto de multi-
plicidad dos o en ningiin punto con la paribola 1 — py + ¢G*z°> =0
(lo que equivale, respectivamente, al cumplimiento de las condiciones

2
G>G; G=G; G < Gy, donde G, = stfq-)’ entonces tienen

lugar las siguientes combinaciones de puntos singulares finitos:

a) G > G,. Un punto de silla y un nodo.

b) G = G;. Un punto singular de orden superior con dos sectores
hiperbélicos (h = 2) y dos sectores parabdlicos (e = 0).

¢) G < G,. No hay puntos singulares.

Como era de esperar, en todos los casos la suma de los indices es
igual a cero.

14. Regimenes periddicos
en circuitos eléctricos

Analicemos el surgimiento de ciclos limites en el ejemplo del funcio-
namiento de un oscilador de Van der Pol (fig.92), llamado también
oscilador dinatrén. Aunque el fenémeno relacionado con la aparicién
de los ciclos limites se puede ilustrar con ejemplos de la mecanica,
la biologia, la economia, etcétera, nosotros mostraremos como es que
ellos surgen en los circuitos eléctricos.

En la figura 92 se muestra el esquema de un oscilador de Van der Pol,
cuyas caracteristicas i, v, se representan mediante la linea continua
de la figura 93. Aqui i, es la corriente y v, es la tension en la valvula
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Fig. 93

de vacio. El circuito tie-
ne resistencia r, induc-
tancia I y capacidad C
conectadas en paralelo y
en serie con el dinatrén.
El circuito real puede
Fig. 94 ser sustituido por el cir-
cuito de la figura 94. En
este caso, podemos aproximar la caracteristica de la valvula con un
polinomio de tercer grado i = av + yv’ (linea discontinua de la
figura 93). Aqui i y v son las coordenadas en el sistema con origen
en el punto de inflexién 0. Como se puede ver en la figura 93, son
validas las desigualdades

a>0, ¥>0
En concordancia con una de las leyes de Kirchhoff,

i+i +ip+ip =0,

. _ v di ; : ; :
donde i_ = —, L L =y, i = Cv. Tras una serie de operaciones
T dt

sencillas, llegamos a la ecuacion diferencial
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Haciendo

a@ 1 3y 1 2
e @, My - = Wy

+ ==
c  rC c
la ecuacién (#) se convierte en la denominada ecuacidn de Van der Pol
B+ (a+fmz]{;+w§v=0.

Haciendo uso de la transformacion

=1 HV=y—,

v=y y v
la ecuacion de Van der Pol se puede poner en correspondencia con
la ecuacion diferencial de primer orden

dy  (a+b0)y+wjv  Y(vy)

dv y T Vmy)

(180)

El dnico punto singular finito aquf es el origen de coordenadas,
verificindose que

J'0,00=w) >0, D(v,y)=—(a+bv?).

Como b > 0, suponiendo que a > 0, concluimos que la divergencia D
no cambia de signo, y, por tanto, la dltima ecuacién no puede tener
curvas integrales cerradas. Por esto, vamos a considerar tinicamente el

1
caso a < (0, es decir, @ < ~;.Deaquise infiere que D{0,0) = —a > 0,
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lo que significa que el punto singular es un nodo o un foco.
Si analizamos el sistema diferencial

dv

d
g- =Y(v,y), i Viv, ),

asociado a la ecuacion (180), podremos notar que cuando t crece el
punto imagen se aleja del punto singular. Por tanto, una trayectoria
que parta del punto del infinito no podra alcanzar el punto singular
en el origen de coordenadas para ninguin valor de ¢, incluido ¢ = {-cc.
De aqui se infiere que si demostramos que una trayectoria que parte
del punto del infinito tiene forma de espiral que se enrolla alrededor
del origen de coordenadas cuando ¢ — +o¢, entonces garantizamos
la existencia de, al menos, un ciclo limite.

La existencia de tal ciclo se puede demostrar numérica o analitica-
mente. El método numérico de demostracion, propuesto por primera
vez por el fisico y matematico holandés Balthazar Van der Pol, consis-
te en construir una trayectoria que parta de un punto suficientemente
alejado del origen de coordenadas, y luego verificar si posee la
propiedad que acabamos de indicar. Este procedimiento proporciona
una aproximacién a un ciclo limite, pero se puede utilizar solamente
para valores numéricos concretos.

Expongamos un esquema analitico de demostracion basado en el
analisis de singularidades en el infinito . A diferencia del método
de andlisis de la ecuacion (168), utilizaremos una transformacién de

W) Kestin |, Zaremba S. E. Geometrical methods in the analysis of ordinary differential
equations // Appl Sci. Res,, sect. B, 1953. V.3, P 144-189,
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coordenadas homogéneas mas comoda:

WL — (181)

€
z' z’
Aqui la recta en el infinito tiene ecuacién z = 0. Para reducir el
nimero de incognitas a dos, eliminemos primeramente el punto

£ =2 =0, haciendo £ = 1:

U=

| o=

XL
-

En este caso, el sistema diferencial correspondiente a la ecuacion (180)
se transforma en

dz

E = =Nz (*}
dyp (a2 +b)p+wiz®

a z? A

Por comodidad, introduzeamos un nuevo parametro # haciendo
dt = z* db, (182)

con lo que el sistema (+) toma la forma

d 2 9%

%=~ +o)n-wid -~ =Y,

= (183)
— = —qz“ =g

e

Nétese, ante todo, que la recta en el infinito z = 0 es una trayectoria
del sistema diferencial (183), y cuando ¢ aumenta (consiguientemente,
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# aumenta), el punto imagen se mueve por ella en la direccién del
tinico punto singular z = = 0. La ecuacion caracteristica, que en
este caso es

—bnz =0,

determina la direccion excepcional regular z = 0, a la que corres-
ponden dos dominios de segundo tipo, lo cual se puede deducir
analizando el campo vectorial (fig. 95). La segunda direccién excep-
cional B = 0 es singular, por lo que aqui se requieren razonamientos
adicionales.

El lugar geométrico de los puntos J = 0 es una curva que es
tangente a la recta 7 = 0 en el origen de coordenadas v que pasa por

z los cuadrantes segundo y tercero
(fig. 95), permitiendo determinar
tres direcciones [, Il y Il a ambos
lados del eje de simetria z = 0.
La regién entre la curva J =0
y el eje 7 = 0 es topolagicamente
equivalente a dos dominios de se-
gundo tipo. De este modo, existe
al menos una trayectoria a cada
lado de la recta 7 = 0, las cuales
Fig. 95 son tangentes a esta ultima en el

origen de coordenadas.

Si consideramos ahora la ecuacion diferencial

dn a b uﬁ n
—==+—=+—+==f(n, 2),
dz =z 2 nz 2z fn, 2)
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podemos notar que en el segundo cuadrante, entre la curva Y =0
yelejen=0,

1 w?
ﬂ=—(1~——9 <0
an z

para valores pequefios de |5|. Consecuentemente, si se toman dos
trayectorias de fase con el mismo valor de 7, se puede ver que
los puntos imagen que siguen estas trayectorias divergen cuando
disminuye z. Esto significa que a cada lado de la recta 7 = 0
existe solo una trayectoria de fase, y que estas trayectorias son
tangentes a 7 = 0 en el origen de coordenadas y estdn contenidas
en el dominio dado. También estd claro que el cuadro cualitativo es
simétrico respecto al eje z = 0. Ademds, por cuanto

2
21>
2|7 Inz|
para valores pequefios de z y valores positivos de 7, entonces no
existen curvas que sean tangentes al eje 7 = 0 en el origen de
coordenadas y que pasen por el primer o por el cuarto cuadrantes.
En la regién a la izquierda de la curva Y = 0 tampoco hay curvas
de éstas, pues en ese caso Y > 0, y Z tiene el mismo signo
que z (fig. 95, flechas IV). Este andlisis permite concluir que el punto
singular 7 = z = 0 es un punto de silla. Las dos trayectorias de
fase que alcanzan este punto cuande ¢ — +o00 son segmentos de la
recta en el infinito (z = 0) que unen el punto anterior con el punto
& = z = 0. Las otras dos trayectorias de fase alcanzan el punto de
silla cuando t — —o0.

En este analisis no hemos examinado el punto £ = z = 0. Para
concluir la investigacién, hagamos 77 = 1 en las formulas (181).
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Entonces el sistemna diferencial asociado a la ecuacion diferencial (180)
adopta la forma

% = z=+{(azz+b£z +w§£z:) =P
dz n ]
i z(az" + bE* + wg.fzz) =Q,

donde la variable # estd definida por la férmula (182). El punto
£ =2z =0 es singular, v la ecuacién caracteristica es z° = 0. Por
tanto, la direccién excepcional z = 0 es singular. La curva P({, z) =0
es tangente al eje z = 0 en el origen de coordenadas y tiene alli
un punto de retroceso (fig. 96). La curva Q(£, z) = 0 tiene un punto
muiltiple en el origen de coordenadas. Investigando los signos de las
funciones P y @ podemos determinar el cardcter del campo vectorial
(fig. 96), asi como el cuadro del comportamiento de las trayectorias
de fase en un entorno del punto singular £ = z = 0 (fig. 97).

Fig. 96 Fig. 97

En el primer y cuarto cuadrantes se cumple la desigualdad

¥

> |
P

=
£

www.FreelLibros.me



esto significa que lejos del eje £ = 0 no hay trayectorias de fase que
entren en el punto singular por la derecha.

Los razonamientos expuestos muestran que la ecuacion de Van der
Pol no tiene trayectorias de fase que tiendan a infinito cuando t
aumenta. Dicho de otro modo, la ecuacién de Van der Pol tiene al
menos un ciclo limite.

15. Curvas sin contacto

En casos relativamente sencillos, el cuadro completo del comporta-
miento de la curvas integrales de la ecuacién diferencial dada o, lo
que es lo mismo, de las travectorias de fase del sistema diferencial
asociado, estd definido por el tipo de puntos singulares y por las
curvas integrales cerradas (trayectorias de fase), si estos existen. A ve-
ces el cuadro cualitativo se puede construir si, ademas de clasificar
los puntos singulares, se logran hallar las curvas (separatrices) que
“relacionan” los puntos singulares. Desafortunadamente, no hay mé-
todos generales de resolucién efectiva de este problema. A propoésito,
en la integracion cualitativa puede resultar util el empleo de las
denominadas curvas sin contacto. Recordemos que una curva o un
arco de curva con tangente continua se denomina curva (arco) sin
contacto si no tiene puntos de tangencia con el vector (X,Y) del
sistema (112). De esta definicion se infiere que el vector (X, Y) debe
estar dirigido en la curva siempre hacia un mismo lado. De este
modo, una curva sin contacto puede ser cortada por las curvas de
fase del sistema (122) en un sentido cuando ¢ aumenta, y en el otro
cuando ¢ disminuye. Es por eso que el conocimiento de las curvas
sin contacto respectivas puede proporcionar la informacién necesaria
sobre el comportamiento de la trayectoria de fase elegida.
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Al integrar cualitativamente las ecuaciones diferenciales se pueden
utilizar diversas desigualdades auxiliares. Por ejemplo, si tenemos
dos ecuaciones diferenciales

dy dy
o flx, y). = =glz, y),

y se sabe que en cierta region D se cumple la desigualdad f(z,¥) <
a(x, ), entonces, denotando con y,(z) la solucién de la primera
ecuacién que satisface la condicion y,(z;) = y,, (€, ¥,) € D, y con
y5(z) la solucién de la segunda ecuacidn con las mismas condiciones
iniciales, se puede demostrar que y,(z) € y,(z) para £ > =, en la
region D. 5i se cumple la desigualdad estricta f(z, y) < glr,y) en
la regién D, entonces y,(z) < y,(x) para & > z, en la regién D,
y la curva y = y,(x) es una curva sin contacto.

Como ejemplo, veamos la ecuacién diferencial (168). Nosotros ya
mostramos que si G > G, entonces esta ecuacion admite dos
puntos singulares finitos (un punto de silla y un nodo) que son los
puntos de interseccién de la recta my — G’z = 0 con la pardbola
1—py +qG 2z = 0. Los segmentos de recta y de pardbola que unen
estos dos puntos singulares finitos son curvas sin contacto y limitan
cierta region del plano que denotaremos mediante A. Tomando

X(z,y)=1-py +qG’2’,
Y (2 y) = 2y(my - G’z),

es facil ver que en la frontera de la region A el vector (X, V) estd
orientado hacia afuera, excepto en los puntos singulares. Consiguien-
temente, un punto imagen que parta de cualquier punto interior
de A siguiendo una curva integral cuando ¢ disminuye, no podrd
abandonar la regién A sin pasar por uno de los puntos singulares.
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Pero como en el interior de A se cumple la desigualdad X (z, y) < 0,
entonces el punto singular atrayente es necesariamente un nodo.

Hallando las pendientes de las direcciones excepcionales para el
punto de silla, se puede ver que una de las rectas excepcionales pasa
por A. De aqui se deduce que toda curva integral que sea tangente
a esta recta en el punto de silla entra en el interior de A y desde alli
debe alcanzar el nodo.

16. Sistema topografico de curvas.
Curvas de contacto

Como vimos en la seccién anterior, en la integracion cualitativa de
ecuaciones diferenciales es de mucha utilidad el empleo de las curvas
sin contacto. Sin embargo, debemos senalar que no existen métodos
generales de construccién de semejantes curvas, es decir, no hay
métodos que permitan construir curvas sin contacto en cada caso
concreto. En vista de esto, el problema de la busqueda de las curvas
sin contacto posee un interés especial. Uno de los métodos existentes
esta relacionado con la eleccion y el uso adecuados de los sistemas
topograficos de curvas.

Un sistema topogrifico de curvas determinado por la ecuacién
P(z,y) = C, donde C es un pardmetro real, es una familia de
curvas simples cerradas, disjuntas y derivables con continuidad, las
cuales se abarcan unas a otras y llenan completamente cierta region G
del plano de fase 1,

5} En la literatura matemdtica existen otras definiciones de sistema topogrifico que se
diferencian en forma, pero no en contenido, de la definicion dada aqui

www.FreelLibros.me



Supongamos que el sistema topogrifico se elige de tal manera que
a cada valor del pardmetro C le corresponde una finica curva, y que
la curva correspondiente a cierto valor de C contiene todas las curvas
correspondientes a valores menores de C (o sea, al crecer €' aumenta
el “tamaio” de las curvas). Supongamos ademds que las curvas
del sistema topografico no tienen puntos singulares del sistema
diferencial examinado. Consideremos ahora la funcion ®(e(t), ¥(1)),
donde = = @(t), y = ¥(t) son las ecuaciones paramétricas de las
trayectorias del sistema diferencial (122). Hallemos la derivada de @
respecto a t. A partir del sistema (122) obtenemos

dB(p(t), ¥(t) _ ad(z, y) Tlet bz, y)

dt oz oy Y @Y

Las curvas (en el caso dado, los ciclos) sin contacto son aquellas

d
curvas del sistema topogréfico en las que la derivada — tiene signo
definido. Ademas, toda curva sin contacto del sistema topografico

que satisfaga la desigualdad % > 0 posee la propiedad de que, con
el transcurso del tiempo £, toda trayectoria de fase que la corte sale de
la region finita limitada por esta curva. En cambio, si % < 0, dichas
trayectorias de fase entran en la regién indicada. De aqui se deduce
que si la derivada Z—t tiene signo constante en cierta regién anular

(circular) llena completamente de curvas del sistema topografico,
entonces en esta regién no pueden haber ni trayectorias cerradas
ni, en particular, ciclos limites del sistema diferencial examinado.
Los ciclos limites pueden exishir unicamente en regiones circulares

dp
donde la derivada Ty es de signo variable.
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A modo de ¢jemplo examinemos el sistema diferencial

dz 5 dy
E:-E_y—:-k-z, o v+, (184)

con un tnico punto singular (concretamente, un foco estable) en el
punto O(0, 0). Elijamos como sistema topografico de curvas la familia
de circunferencias concéntricas con centro en el punto ©(0,0), es
decir, la familia 2* + y* = C, donde C es un pardmetro positivo.
Entonces,

dd 5 o
= & At + P L 22t + Y,

0, en coordenadas polares z =7 cos#, y = rsend,

dd B 3 1
— == 2r*(cos' @ + sen’ 0) = —2r" + zr'(i + 4 cos 49).

Dado que los valores mdximo y minimo de la expresién entre

paréntesis son 1 y E' respectivamente, pudemus concluir que si

dd
r > V2, el valor de la derivada Gi |5 Mayor que cero, y sir<l,

entonces es menor que cero. De aqui, en virtud del criterio de
Poincaré—Bendixson y cambiando ¢ por —¢ en el sistema (184),
inferimos que en el anillo limitado por las circunferencias z° +y* = 1
y @ 4+ ¢ = 2 hay un tinico ciclo limite del sistema (184).

Para demostrar la unicidad, basta recurrir al criterio de Dulac para
regiones doblemente conexas: si existe una funcién B(z,y) > 0
continua junto con sus derivadas parciales y tal que en cierta region
doblemente conexa G de la regidén de definicion del sistema (122)
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la funcidn

a(BX) i 8(BY)
Az dy

es de signo constante, entonces en la region G no puede existir mds de
una curva simple cerrada formada por trayectorias del sistema (122)
y que contenga a la frontera interior de la region G.

En el caso considerado aqui, tomando B{x,y) = 1 para el siste-
ma (184) obtenemos

E--j;r-+£=3(1‘2+y2]—2

axr By

por lo que en el anillo de fronteras 2° +y* =1y 2° + ¢ =2, 1a
expresion 3(z* +y°) — 2 conserva el signo. Teniendo presente el tipo
de singularidad en O(0,0), concluimos que el ciclo es un ciclo limite
inestable.

Regresando al problema de la construccion de las curvas sin contacto
para el caso general, veamos cémo utilizar de otra manera los sistemas
topogréficos. La base del nuevo método es el concepto de curva de

dd
contacto. 5i la derivada = = anula en cierto conjunto de puntos del

plano de fase, entonces dicho conjunto es el lugar geométrico de los
puntos donde las trayectorias del sistema diferencial son tangentes
a las curvas del sistema topografico. De hecho, la pendiente de

la tangente a la trayectoria del sistema diferencial es igual a X
mientras que la pendiente de la tangente a la curva del sistema
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ad Jod
topogréfico es — s / E Por esto, cuando

8p 8%
Y4 —¥v=0 185
Mx+8yr 0 (185)

estas pendientes coinciden, es decir,

Y o® /ad

X az [/ By’

Se denomina curva de contacto al lugar geométrico de los puntos en
los que las trayectorias del sistema diferencial (122) son tangentes a las
curvas del sistema topografico ®(z, y) = C. La ecuacion (185) es la
ecuacion de la curva de contacto. Es especialmente interesante el caso
cuando se logra ele-
gir el sistema topo-
gréfico de tal mane-
ra que la curva de
contacto, o alguna
rama suya, es una
curva simple cerra-
da, pues entonces el
sistema topografico
posee curvas “ma-
xima” y “minima”, Fig. 98

a las cuales son tan-

gentes la curva de contacto o la rama real suya (en la figura 98 la curva

dd
de contacto se indica con una linea discontinua). Si w <0 (—-— = D)

B i dd dd
en la curva “méxima” ®(z,y)=C,, v E:}D ESD en la curva
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“minima” $(z, y) = C,, entonces en la regién circular acotada por
las curvas indicadas existe al menos un ciclo limite del sistema
diferencial analizado.

Ky

Fig. 99

De este modo, en el ejemplo del sistema (184) la curva de contacto
z° -4-1-‘,;2 =z +y” es cerrada (fig. 99). Las curvas “maxima” y “minima”
(tangentes a la curva de contacto) del sistema topogréfico elegido se
pueden hallar de la manera siguiente: como en coordenadas polares
1

la ecuacién de la curva de contacto es 1> = —— |
cos* @ +sent @

entonces
sus ecuaciones paramétricas son

cos f sen f
p= =

Vicost B +sent 0 g= Veost @ +sent 8
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Dado que los valores maximo y minimo para r° son 2 y 1, res-
pectivamente, concluimos que las curvas “maxima” y “minima” del
sistema topogréfico #* 4+ y* = C son las circunferencias z” + 3 = 1
y 2t + yz = 2. Como vimos antes, estas circunferencias forman el
anillo que contiene al ciclo limite del sistema (184).

17. Divergencia del campo vectorial
y ciclos limites

Al construir un sistema topogréfico de curvas, en algunos casos se
puede utilizar el segundo miembro del sistema (122). El sistema
diferencial examinado puede ser tal que la ecuacién

ax ay
b [ 1
3 T ay A, (186)

donde A es un parametro real, proporciona el sistema topogrdfico de
curvas.

Por ejemplo, para el sistema diferencial (184) la ecuacién (186) toma la
A42

forma 3{22+yz} -2 = ). Haciendo A = —3—,donde A € (=2, 400),

obtenemos el sistema topogrdfico de curvas 2* + ¢* = A utilizado

anteriormente.

Debemos destacar que si se tienen en cuenta las curvas “méxima” y
“minima”, es decir, si la curva de contacto o alguna de sus ramas
reales coincide con una de las curvas del sistema topografico, entonces
dicha curva es la trayectoria del sistema diferencial.
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Consideremos, por ejemplo, el sistema diferencial (173)

= —y+z(1-—zz—y2),

dat

d -

d—i:z+y(1—z“—y2).
Para este sistema

axX ay 9 o

— +—=2—4(x" +y),

8x+3y ( y)

y la ecuacién (186) toma la forma 2 — 4(.’51 + yz) = A. Si ahora, en

lugar del pardmetro A introducimos el parimetro A = —;— donde

A € (=00, 2), entonces la tltima ecuacién, z° + y° = A, determina el
sistema topografico de curvas. En el caso dado, la curva de contacto
es (z°+y°) (z?+y* — 1) = 0 y, como vemos, su rama real °+y* = 1
coincide con una de las curvas del sistema topogrifico. Esta rama,
como se demostré en las paginas 198-199, es el ciclo limite del
sistema (173).

Aunque los ultimos dos ejemplos muestran casos particulares, la
idea de la construccion del sistema topografico de curvas mediante
la divergencia nos puede proporcionar resultados mds generales.
Sin detenernos en estos resultados, mostremos come funciona en un
ejemplo concreto. Si el sistema diferencial (122) tiene un ciclo limite L,
entonces existen una constante real A y una funcién positiva Bz, y)
derivable con continuidad en el plano de fase, tales que

a(BX) i HBY) _

A
dx dy
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es la ecuacién de la curva con una rama real finita que coincide con
el ciclo L.

Introduzcamos el concepto de ciclo limite divergente. Se llama ciclo
limite divergente al ciclo limite del sistema diferencial (122) que
coincide con la curva (186) o que es una rama real finita de ésta.
De acuerdo con esta definicién, mediante un cambio apropiado de
la velocidad de recorrido de los puntos imagen a lo largo de las
trayectorias del sistema diferencial examinado, siempre se puede
lograr que un ciclo limite cualquiera del sistema (122) sea un ciclo
divergente del sistema moedificado.

Examinemos, por ejemplo, el sistema diferencial

dz
— =22z -2 + 2y -Say + vy,

d; 2
o £ -z’ +zzy - xy,

con ciclo limite #% +* = 1.

La divergencia del campo vectorial de este sistema es

Se puede comprobar que la ecuacién 2 — 527 — 3y* = A no es una
trayectoria del sistema diferencial inicial para ningtin A real. A su vez,
si consideramos la funcién B(z, y) = 3z2* — 4xy + 7¢° + 3, entonces

aBX) 8(BY)

—

2 z_ ) 2 _ 2 _ _
= % (=* + 9" —1)(-232" + 16zy — 259" — 20) — 14
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y la ecuacién

#(BX) a(BY) _

dx dy

proporciona la curva cuya rama real finita z° +%° =1 = 0 es el
ciclo limite. Evidentemente, el ciclo limite obtenide es un ciclo limite
divergente del sistema diferencial

d; 3

?:: = (2z - 22° + 2y - 32y’ + ¢°) (3® — dzy + 7Y7 +3),
dy < 2 2 2

E:{—z +ay —zy) (32" — 42y + 7y +3).

En general, la funcién B (positiva y derivable con continuidad) no
es la tnica posible. Por ejemplo, en el iltimo ejercicio se puede
tomar como funcién B (ademds de B(z, y) = 32° - 4zy+75° +3) el
polinomio

2832 — Wy +43° +7
B(z,y) = 2 - .

entonces,

aBX) " aBY)
dz ay
(22 + y* 1) (1872 + 80zy — 149y* — 84) — 10.

1
7
La ecuacion

8(BX) d(BY) _

dz dy =1
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representa la curva cuya rama ° + 3> — 1 = 0 es un ciclo limite
del sistema diferencial (ciclo limite divergente del sistema diferencial
maodificado).

Para concluir, sefialemos que durante el estudio de modelos dife-
renciales concretos, frecuentemente surge la necesidad de aplicar
métodos que no han sido tratados en el presente libro. Todo depende
del nivel de complejidad del modelo diferencial, de cuan desarrollado
estd el aparato matematico respectivo y, por supuesto, de la erudicién
y experiencia del investigador.
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Apéndice

Derivadas de las funciones

elementales
Funcién Derivada
C' (constante) 0
T 1
x" nz""!
3 ok
z a*
0 _n
x® Rl
B 1
o Wz
= 1
1 n
n T

=
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Funcidn Derivada
P g
a® a‘lna
1
Inz i
z
I I 1
o —loe. &=
08 ] Ba zlna
I 11 ewﬂ,&m
BT o= —
sen T cos x
cos r —sen
gz 3 =sec’z
8 cos*z
ot L e sz
E* senzr
senz
SeC T Prc =tgrsec
& COST i
ae senfx ctg
- 1
arcsen
V1 =22
1
Arceos T -
-2
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Funcion Derivada
a T 2
e 1+
arcctg x 2
8 1+ 22
1
arcsec T ———
avzi-1
arcesc T -
avE =1
shzx che
chr shr
1
th
I ch’z
1
T
oth sh’z
1
Arcsh r
14z
1
Arcch z
=1
1
Arcth x =
1=z
- 1
1—22
O
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Integrales basicas

Funciones potenciales

& :nH
fz da::n_H (n#1)
dx

e In |z|
Funciones trigonométricas
fsen zdr=-cosz
f coszdzr =senzx
ftgzdz: — In | cos z|

/ctg:sdm:lnlsen:cl

f dx :
=tgx
stz

| ==
=—ctgz
sen? &

Funciones racionales

dr _l tr

a2tz a B,

dx 1 T 1 a+z
f—az_zz—;f’“ﬂ‘h;—ﬂha_z (Iz| < a)

dx 1 T 1 z—a
/zl—az_EAKCthE—Z_alnm+a (12| > a)
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Funciones exponenciales

fe’dz:e’
GI

e — oo
/a z o

Funciones hiperbélicas

jsh:!‘d:ﬂ =chz
fch::dm:sh:z:
/th:l:d:n:!nlch:b[

fcth:rd:::lnlshzl

d

:: =thz

ch" z

dx
i

sh™ x

Funciones irracionales

dz 2
= arcsen —
at—=& a

3

f o =Arcsh£:1nl{:c+ vV z2+a?)|
a-+x a
dx T

_ B sl et

/W—Arccha In|(z 4+ v&* — a?)|
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EDITORIAL URSS

DE RECIENTE EDICION

Problemas de geometrin diferencial

Este libro contiene una coleccidn de problemas de alto nivel, relac
umuquempmmunmmmp!mdag«omwi&d:kmﬁlhlmﬂvulmpmbm
planteados, el lector habri efectuado un recorrido r por la g ia dif 1y de
ias curvas espaciales v de las » rkmhlmprdhﬂwnlmmd:hym-hh
diferencial que tienen innumerables aplicaciones en la fisica y en la ingenieria. Este libro fue
autorizado por el Ministerio de Fducacion Media v Superior de ln URSS pam su uso en las
facultndes de fisica y de matemdticas.

Geometria moderna (primer y segundo tomo)

En este lbro se abarcan los siguienies femas: geometria del espacio euclideo, del

de Minkowski, y de sus respectivos grupos de transformaciones; geometria clisica de curvas
¥ superficies; andlisis tensorial y geometria de Riemann; ciloulo varacional y teorla del
campo; fundamentos de teoria de s mhdﬂdﬂd;wﬂlr\‘qﬂlﬂgﬁdﬂvurﬁm ¥, mis
concretamente, elementos de Ln teorla de homotopias ¥ de la teoria de los espacios Bbrados ¥
algunas de sus aplicaciones, en particular, a la teoria de los campos de gauge.

Métodos numéricos. Guia de resolucion de problemas

Lap gula practica de estudio p de ser un compl to de los cumos de métodos
numéricos que se tmparten en las instituciones de educaciin superior con un programa de
matemdticas de nivel elrvado. Lm problemas ¥ ejercicios abarcan los termas principales del
andlisis matemditico: interpolaciin, Jén numérica, métodos directos ¢ ierativos del dlgebra
lineal, problemas n-pecmh sistemas de ecuaciones no lineales, problemas de minimizandn de
funciones, ecuaciones Integralis, problemas de contorno v de valores iniciales para ecuacionss
diferenciales ordinarias y en derivadas parciales. En cada secciin se expone brevemente e
material tedrico necesario, efercicios resueltos ¥ una coleccidn de ejercicios: propuesios.

Grupos y dlgebras de Lie en ejercicios y problemas

Este libro ayudard al lector a familiarizarse con los grapos y dlgebras de Lle, disciplinas que

presentan un gran interés tanto para matemiticos como para fisicos. El material del Hbro abarca

todas las famas fundamentales de ks grupos v dlgebras de Lie representaciones lineales de los

grupos v dlgebras de Lie, homomorfismos de los grupos y dlgebras de Lie, formas invariantes,
espacios homogéneos, drbitas, gripos de Lie de formaciones de variedades diferenciables,

ete. La expasicion tetrica viene scompafiada de una gran cantidad de efemplos resueltos,

“AntiDemiddvich™: Matemitica superior. Problemas resueltos. T. 1-10.
Esta serie consta de diez volimenis y contiene mis de 2800 problemas nesueltos de las mis
variadas ramas de las matemdticas superiores. Los cuatro primeros tomos, con los que se abre
esta obra, estdn dedicados al estudio prictico de las funclones, las sucesiones, Lus series, el cllculo
diferencial ¢ integral de las funciones de una v varias variables;: en ellos se presentan solucionss
completamente detalladas de problemas expuestos en ol famoso libro de B, P Demiddvich.

CMSI: Curso de matemiiticas superiores (nueva edicidn, modificada v ampliada),
La primera edicion de este libro vio la luz en editorial MIR én des tomos v simultineamente en
tres_idiomas {espaficl, inglés v francds) o comienzos de los afics 90. Desde ese mumentn, este
libro ha conguistado un lugar destacado entro los libros de texto de matemdtices superionss on
los paises de habla hispana. Paraddticamente, el original en ruso no fue editado por una sencilla
razim: en diclembre del 1991 la Unién Soviética fue liquidada en contra del deseo popular
expresado en referéndum en la primavens de ese mismo afio. L edicidn rusa (reelaborada y
muy nomblemente ampliada) fue publicada por editorial URSS en el afio 2000. En o afio 1999
este libro fue premisdo en el concurso “Nuevos libros dee texto” organizado por e Ministerio
de Educacion de Rusia con la consiguiente necomendacion oficial pam ser usado como tal en
todos los centros de educacion superior.

En comparaciin con la anterior edicidn espafiola, la obra no sdlo ha sido reelaborada sino

que ha sido completada con ramas tan mq:-wmmes como: mﬂ de probabilidades, estadistica
matemitica, teorda de juegos, control dptime, dos numéricos, ebe.
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Teoria de grupos y su aplicacion a la mecdnica cudntica

En este libro s exponen lon fundamentos de la teorid de los grupos fininos ¢ infinitos: el
wdehmﬁﬁhm&nm&mpﬂnmwmmﬂ*ﬂphdm
fleackmes y cuesth a la mecinica cwintica: teoris de los dtomos, quimica
Mnlnmﬁﬁahduﬂdavmdnmcmmmm

Formacidn estelar

Comenzando con una breve excursin histdrica a travis del desarrollo de las ideas sobm o

ulgmdemum&ubmmnumpumdemmahmmrhm
muu‘zhrdmdrnbrmmln:mﬂluﬁedmﬂhnhpmhﬂmu\h}u

qnlk?mai cim s, sd v asociaciones estelares, asi como agregados

aulnmézdsmmupm

El universo y la bisqueda de la teoria unificada del campo

Este libro esth dedicado a las més palp cussth situadas a caballo entre s astrofisicn
y la fisica de las elementales. Se discuten hipotesis y posibles variantes de obtencidn
de |nformacidn las particulas elementalis a partie de datos astrofishoos.

La naturaleza fisica de las estrellas

Los pulsares, los bursters, la fuente asombrosa 55433, las coronas galicticas, los cudsanes, b

radiscién de fondo, los agujeros negros.. f:lmmhmhmdammuqu.hme{

presente libmo. Se¢ describen los p l‘muuqm‘ les

cbservados, se analizan las ruevas y modelos, y s profundiza en los misterios de la
ica g shguen indgul ‘hmadmmmﬁw

Estrellas de neutrones

El libro s una introduccidn completa o la fisica de la evoluckdn de las estrellas de neutronss,
una de las ramas de la fislea que en la lidad se desarrolla con mis Se hace
un recuento hisidrico de los descubrimientos § s explican todvs los fendmenos B
andlisks se expone de una manera amena, ul ndo fos conocimientos bisicos de matemdticas
y [isica.

El mundo de las estrellas dobles

En €l libro se describen los nueves descob tos, idews ¢ hip Iacionades con el estudio
de las llas dobles. La in de la ichtn cormesponde a los estadios sucesivos de
m&hamﬂadﬂhhnmhmm&mdlemslmnmhuun
m;!nbbmmwynnmuhhhwrude’udasnﬂ:mimhrm\ltwgdch’m,melindm
en cada ejemplo Ia esencia de Jos métod, de i igacion de los sistemas dobles.

Curso de teoria de la relatividad y de la gravitacion

En este libro, siguiendo las ideas de Minkowsk, se ha demestrado que la esencia y ol contenido
principal de la teoris de la relatividad mdican en la unidad conceptual del espacio-tiempo, la
geomwtria del cual e seudoeuclides. Dentro de los limites de la teoria de la relatividad y del
principio de geometrizaciin se ha construido univocamente la teoria relativists de la gravitacidn,
hmlnpdnmdmlumtmgnrmuwm cabo hasta la actualidad y
prop idens hisic nisvas sobre ¢l desarmollo del universo y ¢l colapso gravitatorio.

Meginica analitica

El material de este libro presenta In siguwiente estruciura: exposicion de los principios mds
generales de la mecinica, deduccién a partir de ellos de I ecuacionss diferenciales de
movimbento e investigacion de éstan ¥ de sus métodos de integracidn. Bl rigor de las
deducriones de los principales momentos de la meednkca analitica ¥ el laconismo del textn s
conjugan magistralmente con la extrema claridad de la oxposicidn.

Problemas de electrodindmica y teoria upecmi' dr Eu relatividad
de

Este Hbro, una de las mis di de |a woria
wd:hmhﬁmuﬂmﬁohmmhmudhnmunmﬂﬂhmmpaﬂh
de centros Wemicos superiones. los problemas estin mente resuel

seccitn se anteponen breves introducciones tedricas v se exg Ios mitodos de | de
los problemas gque se enunclan & continuaciin. Se presta esp cin al aparaty matenitico.

Esta obra, pdixa.pdnnhmmvmmmlmmliymh@hmmpm
primera ver en espafol.
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Bielokiirou,

Shepetiov

Shepelio

Tardsova

Baskikov

Guia de la teoria cuintica de campos
El clemento clave de la fisica i e o pto de campo cudnticn. Hoy en

ymﬁ:hﬁhm
Introduccidn a la teoria cudntica de los campos de gauge

de la cuantificacitn de las teorias invariantes de en términcs de la integral funcional,
;wmmmﬂh&ﬂﬁamﬂanm&m formulaicicn de las teorins de gauge
¥ los p covariantes de cuanfificacidn (caantificaciin BRS).

Problemas rcwcb‘as de fisica genmi' pari los ms inquictos

Esite libro y f ' fuwron
7 'iu" d dclu, curics de la facultad de fisica de

Emmmull docw e Moscid en especiales. Los problemas abarcan
i fidca ‘eatad Pk A L e

¥ dptica. Ademss de | . ifinales se han incluido también lon problemas.

mis. caracteristicos v dificiles que se proponen generalmente en ol cuno de fisice general

Autoorganizacién y caos

]
se.
]

I

%F

:

i

g

:

¢

i

del curso de fisica general pars estudiants de ensefiarea jor. Low temas estin divididos
och inan con un Esto facilita ol trabajo regular con el lbro ¥ ayuds a

la preparacion. ripida para los eximenes.

Eleciricidad

Este libra abarca casi todo el de " del curso de fisica

MNM&MmmhMHhWMahW

eoncisa, exacts, del material. i rios para la

Preguntas y problemas de fisica

Los sutores de este libro han sabido, en la forma mis expresiva del didlogo, analitar
profundamente casi todas las preguntas del programa ¥ en especial aquellas que son de dificil
comprenside. En ol libro se hoce un andlisis detallado de los errores mbs caracterfsticos que
comietén los estudiantes. El tmto ha sido escrito de manera singular, sencills v amena, las
preguntas dificiles se discuten desde diferentes puntcs de vista, los dibujos bien detallados (que
en el libro son numensos) ayudan a a comprender mds profundamente la idea de los autores,

Teoria de circuitos
En ¢l presents libro se expone sisteniticamente el material del curso «Fundamentes de b teorla
de circuitoss, Se estudian los métodos de andlisis de los regimenes s de

www.FreelLibros.me



» Shvilkin y otros
* Zviaguin y otros

Kirilov Resolucidn de problemas de fisica
y olros El libm estd escrito en correspondencia con el programa del curso de fisicn general, En el
libro se incluyen problemas resuelios de fundamentos fisicos de la mecéinica, termodindmica ¥
fisica molecular, electricidad y magnetismo, oscilaciones y ondas, Sptica, teoria especial de b
relatividad v fisica cudntica.
Feodosiev Problemas de resistencia de materiales
Esta fia contiene una coleccidn de problemas seleccionadas de alto rovel detalladaments
resueltos, s cuales proporcionarin al lector, sin duda alguna, la posibilidad de ampliar su
conocimiento sobre la clencia de la mesistencia de materiales v mejorar su comprensidn en lo
que respecta a bn relacion entre dicha disciplina y varias ofras.
DE PROXIMA EDICION: FISICA
+ Sazhin Intreduccion a la cosmologia moderna
& Surdin Problemas resueltos de astronomia
» Tiernov y otros  Campos de gauge
» Bolojov Grupos de simetria y particulas elementales
* Vizguin Teorfas de campo unificado en el primer tercio del siglo XX
s Ivanenko Gravitacién
« Galtsoy, Grats,  Campos cldsicos: teoria general, campos electromagnéticos,
Zhukovski campos de Yang—Mills y campos gravitatorios
« Galitski y otros  Problemas resueltos de mecdnica cudntica
* Kvésnikov Termodindmica vy mecdnica estadistica, Procesos reversibles
e irreversibles, Teoria y problemas resueltos (2 tomos)
» Baskdkov Sedales y circuitos
& Denisov Electrodindmica de los medios continuos
e Lipunov Problemas resueltos de astrofisica

Problemas resueltos de electronica fisica
Problemas resueltos de teoria de semiconductores

* Bogoliibov, Campos cudnticos
Shirkov
s Jlopov Cosmomicrofisica
» Chernin Fisica del tiempo
» Chemin Rotacitn de las galaxias
s Kulikovski Manual del astrénomo
s Konondvichy  Curso de astronomia general
Moroz
® Vilf Sobre el espin, la férmula de Einstein y la ecuacion relativista

e Kondritiev,

de Dirac
Problemas resueltos de mecinica estadistica

Romédnov
¢ Dmitriev El baul del abuelo
s Rozental Geometrfa. Dindmica. Universo
e Fridman El munde como espacio-tiempo
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¢ Shelepin
# Shelepin

s Guriévich,
Chernin

e Matviéev y otros

e Kuzmin,
Shvilkin

s Matviéev y otros

e Frenkel

o Jeller

¢ [lpov

Lejos del equilibrio
Coherencia
El origen de las galaxias y las estrellas

Problemas resueltos de Gptica
Sintesis nuclear fria

Problemas resueltos de mecdnica

De la desintegracion a a la Gran Explosién

En los origenes de la cosmologia: Fridman y Lemetre
Cosmomicrofisica

DE PROXIMA EDICION: MATEMATICA

* Krasnov y otros
» Krasnov y otros
e Krasnov y otros

» Krasnov y otros
* Krasnov y otros

Ecuaciones integrales
Problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

Funciones de varible compleja. Céleulo operacional. Teoria
de la estabilidad

Anilisis vectorial
Cileulo variacional

o Ribnikov Historia de las matematicas (nueva edicién completamente
modificada)
o Dubrovin, Geometria moderna. Métodos y aplicaciones. Tomo 3: Méto-
Fomenko, do de la teoria de las homologias
Novikov
e Samarski, Métodos numéricos para la resolucién de problemas de
Vabischévich conveccidn-difusion
¢ Kubyshin Geometria diferencial, dlgebras de Lie y sus aplicaciones
Sus opiniones, sugerencias y proposiciones o0 bign o nuestro distribuidor exclusivo
pueden ser enviadas a: en E.';pa'ﬁa.'
Rusia, 117312 Moscid Espafa, 41010-Sevilla
Instituto de Andlisis de Sistemas C/ Salado, 18

de la Academia de Ciencias de Rusia
Prospiekt 60-letia Octiabrid, 9; k. 203

Editorial URSS

Libreria Hayka

e-mail: URSS@URSS.ru e-mail: I'Laykaﬁsuﬁfcable.es

fax: 34-954-08-47
tif.: 34-625-37-87-73

www.FreelLibros.me


mailto:URSS@URSS.ru
http://URSS.ru
mailto:hayka@supercable.es

www.FreelLibros.me



! fr) esolucién
\ de priblemas
= e i

In TRANTEM
MECHANLCS

Ciagape nergmIRDE

170

s
:_Pgﬂlumns

= Reninet .u
- ﬂkni rencial

42 |D 18570

http: //URSS.ru
“”mlm l’ | e-mail: URSS@URSS.ru

www.FreeLibros.me



http://URSS.ru
mailto:URSS@URSS.ru

