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Prólogo

U no d e los conceptos m atem áticos m ás im portantes e s  el d e ecuación 
diferencial. A  partir d e una ecuación d iferencial se  pueden hallar fun­

ciones cu yas derivadas (o d iferenciales) satisfacen ciertas condiciones 
preestablecidas. Una ecu ación diferencial obtenida com o resu ltado de 
la  investigación de un fenóm eno o  p roceso real cu alquiera , se  llam a 
m odelo  d iferencial d e l fenóm eno o proceso. Es claro que lo s  m odelos 
diferenciales son casos particulares del con jun to  d e  todos los m odelos 
m atem áticos que pueden construirse al estu d iar e l m undo q u e  nos 

rodea. D ebem os subrayar q u e  los m odelos d iferen ciales tienen su 
propia clasificación. N osotros exam inarem os únicam ente los m odelos 
diferenciales representados por las llam adas ecuaciones d iferen ciales  
ordinarias, la s cu ales se  caracterizan p o r e l hecho d e qu e las funciones 

incógnitas presentes e n  ellas d ependen d e una so la  variable.

Al constru ir los m odelos diferenciales ordinarios (y no só lo  ellos) 
es de gran  im portancia, y a  v eces tiene un  valor prim ordial, el 
conocim iento d e las leyes propias d e  la ram a d e la ciencia co n  la 
cual está relacionado e l problem a exam inado. Por ejem p lo, e n  la 
m ecánica tales leyes pu eden ser las leyes d e  N ew ton; en la  teoría 

d e circu itos eléctricos, las leyes d e  K irchhoff; en  la teoría d e las 
reacciones quím icas, la ley  d e acción  d e m asas; etcétera.

m
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Prólogo

Por supuesto, en  la práctica se  suelen presentar problemas para 
los que no se conocen leyes que permitan construir las ecuaciones 
diferenciales que los describen. En esos casos, una alternativa es 
recurrir a suposiciones (hipótesis) sobre el comportamiento del pro­
ceso para variaciones pequeñas de los parám etros (variables) que lo 
determinan. Pasando posteriorm ente al lím ite se  llega a una ecuación 
diferencial. Si al actuar de esta manera los resultados obtenidos del 
análisis de la ecuación diferencial concuerdan con los datos experi­
m entales, entonces se  puede afirm ar que las hipótesis hechas sobre 

el problema inicial reflejan correctam ente su estado rea l1*.

Al elaborar este libro, e l autor se  fijó dos objetivos. El primero 

es mostrar mediante ejem plos tomados de diferentes ramas de la 
ciencia (ejem plos con contenido y no meramente ilustrativos) las 
posibilidades d el em pleo de las ecuaciones diferenciales ordinarias 

en el estudio d e  la realidad que nos rodea. Claro está, los ejemplos 
exam inados están lejos de abarcar todo el conjunto de preguntas que 

se pueden contestar utilizando ecuaciones diferenciales ordinarias. 
Pero, en  prim er lugar, "nadie puede abarcar lo inabarcable", y en 
segundo, las situaciones analizadas aquí ya dan una idea del papel que 
desem peñan las ecuaciones diferenciales ordinarias en la resolución 

de problemas prácticos.

El segundo objetivo es dar a conocer al lector las técnicas y métodos 
más sim ples de investigación d e las ecuaciones diferenciales ordi­
narias. En realidad, nos referimos a  las técnicas y m étodos propios

11 U n  e s tu d io  p o rm e n o r iz a d o  d e  m o d elo s  m a te m á tic o s  s e  p u e d e  e n c o n tra r  en  lo s  ca u ­

tiv a n te s  lib ro s  d e  A .N .T i jo n o v  y  D . P. K o sto m á ro v  "R e la to s  d e  m a te m á tica  a p lic a d a " , 

M o s cú , 1 9 7 9  (e n  ru s o ) y  d e  N . N . M o is ié e v  " L a  m a te m á tica  h a c e  u n  e x p e rim e n to " , 

M o s c ú , 1 9 7 9  (e n  ru so ).
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d e la  teoría cualitativa d e las  ecuaciones d iferen ciales , p u es, sa lv o  en 
algunos casos, casi nu nca es posible reso lver un  ecu ación diferencial 
e n  fo rm a  cerrada, es  decir, o b tener su  solución e n  form a analítica 

m ediante un  núm ero fin ito  d e  op eraciones elem entales con  funciones, 
¡aun sabiendo qu e la ecu ación diferencial tien e so lución ! D icho de 
otro m odo, entre la gran  variedad d e ecu aciones d iferenciales m uchas 
d e  ellas no poseen soluciones rep resen tab as e n  form a cerrada por 

m edio de un  núm ero finito d e op eraciones analíticas. Esta situación 
es sem ejante a  la  qu e se  observa en la teoría d e las ecu aciones con 
p olinom ios algebraicos: las soluciones de las ecu aciones algebraicas 

d e  prim er y segu nd o grados se  pu eden obtener fácilm ente en ra­
d icales; incluso las soluciones d e las ecu aciones d e  tercer y  cuarto 
g rados pu eden ser expresad as en radicales, p ero  las fórm ulas ya son 
m uy com plicadas; en  cu anto a las ecu aciones algebraicas d e  grado 

m ayor qu e cuatro, su s soluciones no se  pu eden , en general, obtener 
en radicales.

Regresando a las ecu aciones diferenciales, subrayem os e l hecho de 
qu e e l em pleo d e series infinitas d e uno u otro tip o perm iten 
resolver una cantidad considerablem ente m ayor d e  ecu aciones qu e 
los m étodos analíticos. D esafortunadam ente, co n  m ucha frecuencia 

las p ropiedades esenciales y m ás interesantes d e  las soluciones no se 
pueden "sacar a la lu z " cuand o están representadas m ediante series 

de este tipo. E s m ás, en  m uchos casos, cu ando se  logra resolver 
la ecu ación diferencial e n  form a cerrada, la so lución  resulta tan 
com plicada que no e s  susceptible de análisis.

L o  anterior evidencia la necesidad d e  utilizar m étodos y técnicas 
que perm itan obtener la inform ación necesaria sobre tales o cu ales 

propiedades de las soluciones sin  tener que resolver las ecu aciones 
d iferenciales correspondientes. Pues b ien , d ichos m étodos y técnicas 
existen, ellos constitu yen e l  contenido d e la teoría cualitativa d e las

www.FreeLibros.me
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ecu aciones diferenciales, en  cu ya base están los teorem as generales 

d e existencia y  unicidad d e las soluciones, y  los teorem as sobre la 

dependencia continua d e las soluciones respecto a  las condiciones 

iniciales. En la sección "¿N ecesitan  los ingenieros los teorem as de 

existencia y  u n icidad ?" se  habla d e l p ap el que desem peñan los 

teorem as d e existencia y unicidad d e las soluciones. En lo  referente 

a  la teoría cualitativa d e las ecu aciones diferenciales ordinarias en 

general, iniciada a  finales del sig lo XIX co n  los trabajos d e H . Poincaré 

y  A. M. Liapunov, h oy  sigu e desarrollándose intensam ente, y  sus 

m étodos se  usan am pliam ente en el estud io  d e la  realidad circundante.

E l au to r expresa su gratitud a los profesores Iu. S. Bogdánov y 

M . V. Fedoriu k  p o r su s consejos y observaciones útiles durante la 

elaboración d el libro.

V. V A m elkin
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1. ¿Cuál café está más caliente?

Anatoli y Vladímir llegaron a una cafetería y  pidieron café y crema 
de leche. Tan pronto les sirvieron el pedido, Anatoli agregó al café 

un poco de crema, cubrió la taza con  una servilleta de papel y salió 

a hacer una llamada telefónica. A diferencia de A natoli, V ladím ir 
tapó su taza con una servilleta y  al cabo de 10 m inutos, cuando 

regresó Anatoli, agregó al café la  misma cantidad de crema que 
Anatoli; y am bos comenzaron a tom ar café. ¿Quién tomó e l café más 

caliente?

Resolvamos el problema partiendo de un conjunto de suposiciones 

naturales que reflejan la esencia física d e los procesos ocurridos: 
vam os a considerar que el intercambio de calor a través d e  las 
superficies de la mesa y d e la servilleta es m ucho m enor que el 

intercambio de calor a  través de las paredes d e  las tazas, y que 
la temperatura del vapor en la taza es igual a la temperatura del 

líquido.

Deduzcamos primero la expresión que describe cóm o varía con el 

tiem po la temperatura del café en la taza de Vladím ir antes de 
ponerle crema.

En virtud de las suposiciones hechas, la cantidad de calor que el aire 

obtiene de la taza de Vladímir está dada por la fórmula

m
www.FreeLibros.me



Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

T - 0
dQ  =  V— ;— 8 dt> W

donde T  es  la temperatura del café en el instante t, 0  es  la  temperatura 
del aire en la cafetería, r/ es la conductividad de calor d el material 

de la  taza, l  e s  e l grosor d e  la pared de la taza y s , e l área de la 
superficie lateral de la taza. Por otra parte, la cantidad de calor que 

entrega el café se  determ ina por la fórmula

dQ  =  - c m  dT , (2)

donde c  y m  son, respectivamente, e l calor específico y la  masa del 
café en la taza. Com parando las ecuaciones (1) y  (2), llegamos a la 

ecuación

T - 0
r]— -— s  dt =  - c m  dT , 

o, separando las variables,

d T  rjs

T - 0  Io n
dt. (3)

S i denotam os con T0 la  temperatura inicial del café e  integram os la 

ecuación (3), hallamos

T  =  9  +  ( T o - 9 ) e x p | - ^ í | .  (4)

La fórmula (4) constituye la expresión analítica de la ley de variación 

d e la tem peratura del café de Vladím ir antes de m ezclarlo con la 

crema.

12
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1. ¿Cuál café está más caliente?

Busquemos ahora la ley de variación de la temperatura del café de 
Vladímir después de agregarle la crema. Con este fin, valgámonos 

de la ecuación del balance térmico. En nuestro caso tenemos

cm (T  -  0V) =  -  ^ i), (5)

donde 0\ es  la temperatura de la mezcla en el instante t, T\ es  la 
temperatura de la crem a, q  es el calor específico de la crem a, y m i es 

la masa de la crema agregada al café.

De la ecuación (5) hallamos

9v = c'm' r, + ——— t. (6)
c m  +  C \rr i\  c m - r  C \iri\

Teniendo en cuenta la igualdad (4), la expresión (6) adopta la forma

C im , cm
=  — L J — r ,  +

cm  +  q m i cm  +  q m i
0  +  (T0 -  0 ) exp • (7)

La fórmula (7) representa la ley de variación d e la temperatura del 

café de Vladím ir después de ponerle crema.

Para deducir la ley de variación d e la temperatura d el café en la taza 
de Anatoli, utilicemos nuevamente la ecuación del balance térmico:

cm(To -  90) =  Cimi(0o -  T\), (8)

donde 0o es la temperatura de la mezcla. De la igualdad (8) obtenem os

www.FreeLibros.me



Capitulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

Haciendo la temperatura inicial igual a 0O en  la ecuación (4), y el 
producto cm  igual a  la suma cm  + 4 m i, obtenem os la ley de 
variación de la tem peratura 0\ del café en la taza de Anatoli:

Para responder a la pregunta planteada en el problema sólo nos queda 
recurrir a las fórm ulas (7) y  (9) y efectuar los cálculos respectivos

y / =  2  • 10 3 m . L os cálculos muestran que Anatoli tomó el café más 

caliente que Vladímir.

Com encem os por recordar qu e se habla de flu jo  estacionario d e calor 
cuando la temperatura en cualquier punto de un cuerpo no varía con 

e l tiempo.

En la resolución d e problem as relacionados con los flujos de ca­
lor, las denom inadas superficies isotérm icas desem peñan un papel 
sustancial. Para aclarar qué es una superficie isotérmica considere­
m os, por ejem plo, un  tubo conductor de calor (fig. 1) de 20 cm  de

2. Flujo estacionario de calor

,4
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2. Flujo estacionario óe calor I

diám etro fabricado d e un m aterial hom ogéneo y protegido p o r un 

recubrim iento de m agnesio d e 10 cm de espesor. Supongam os que la 
tem peratura del tubo es igual a 160° C y  la d el recubrim iento exterior 

es igual a  30° C . Intuitivam ente es claro  que existe una superficie 
(su sección se  m uestra en la figura 2  con una línea discontinua) 
e n  cada punto de la  cual la  tem peratura es la  m ism a, digam os, 

igual a 95° C . La curva discontinua d e la figura 2  se  llam a curva 
isotérmica, y la superficie correspondiente, superficie isotérm ica. En 
general, las curvas isotérm icas pueden tener form as m uy variadas, 
debido, e n  particular, al carácter no estacionario del flujo de calor 

y a la heterogeneidad del m aterial. En e l caso exam inado aquí, 
las curvas (superficies) isotérm icas so n  circunferencias concéntricas 

(cilindros concéntricos).

Obtengam os la ley d e distribución d e la tem peratura en el interior 

del recubrim iento y hallem os la cantidad de calor liberado durante 
24 horas por un tram o d e tubo d e 1 m  de longitud, sabiendo qu e el 
coeficiente de conductividad calorífica es k  =  1 ,7 • 10- 4 .

Valgámonos d e la ley d e conducción d e calor d e  Fourier, según la cual 
la  cantidad d e  calor liberada en una unidad d e  tiem po p or  un cuerpo  
que s e  encuentra en estado térmico invariable y cuya tem peratura T

F i g .  1 F i g . 2

15
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

en cada punto depen de solam ente d e una coordenada x  está dada por 

la  fórm ula

d T
Q =  - k F ( x )  —  =  const, (10)

a x

donde F (x )  es el área  d e la  sección perpendicular a la  dirección de 
propagación  del calor, y  k  es e l  coeficiente d e conductividad calorífica.

De las condiciones del problem a se  deduce qu e F (x )  =  2irx l,  donde l 
es la  longitud del tubo en centím etros y i  es  e l radio de la  base del 

cilindro interior. A  partir d e la fórm ula (10), llegam os a las igualdades

3 0  20

f  Q  f  dx
)  d T ~  ”  0,00017 - 2» !  J x  ' 
160 10

T *
f J r _  Q f ñ

J  0,00017 l u í  J  i '

(11)

(12)

Calculando las integrales (11) y (12), obtenem os

160 - T  ln  0,1a; lg 0 ,lx  

130 ln 2  l g 2  #

d e donde

T  =  591,8 -  4 3 1 ,8 l g * .

Esta últim a fórm ula es la  ley d e  distribución d e la tem peratura en 

e l interior d el recubrim iento. C om o vem os, la longitud del tubo no 

tiene ninguna im portancia.

16
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3. Muerte en la reserva

Para responder a la segu nda pregunta recurram os a  la ecu ación  (11). 

Para / =  100 cm  resulta

130 • 0,00017 • 2 *  • 100 _  2 0 0 *  • 130 • 0 ,00017 

ln 2  0,69315

por lo cu al la cantidad d e  ca lor liberada d urante 2 4  ho ras e s  igual a 

24 • 60 • 60 • Q  =  726 852 J.

3. M uerte en  la reserva

D urante una ronda d e inspección por una reserva, d o s guardabosques 

descubrieron el cad áv er d e u n  jabalí. U n exam en prelim inar perm itió 

concluir qu e e l anim al falleció instantáneam ente a  causa d e  un  balazo 

d e un cazador furtivo. Sospechando qu e e l cazad or debía regresar 

a  recoger su  presa, los gu ardas decid ieron  esp erarlo  escond idos no 

le jos del lugar del crim en. Al poco tiem po aparecieron d o s su jetos y  se 
d irigieron sin  rodeos hacia e l jabalí. A l ser d eten idos, los d esconocid os 

negaron rotundam ente su  p articipación en e l delito. A unqu e los 

guardabosques tem an pruebas indirectas d e su  cu lpabilid ad , para 

obtener una prueba fehaciente era  necesario  d eterm inar e l instante 

exacto en qu e el jaba lí fue m uerto.

P or fortuna, ese instante se  logró  calcu lar u tilizan do la ley  de 

rad iación de calor. M ostrem os los p osibles m od os d e  razonam iento 

aplicables en este caso.

C onform e a ley d e rad iación d e calor, la velocidad  d e  enfriam iento 

d e un  cu erp o e n  e l m edio am biente e s  p roporcional a la  d iferencia
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Capítulo 1. Construcción y  solución de  modelos diferenciales

entre la temperatura del cuerpo y la temperatura del medio:

temperatura d el m edio am biente y k  es un  factor positivo de 
proporcionalidad.

La solución del problema se  puede obtener a partir del análisis de 
la integral de la  ecuación diferencial (13). Al integrar no se  debe 
olvidar que, después de m uerto el jabalí, la temperatura del aire bien 
pudo permanecer invariable, bien pudo cam biar con el transcurso del 
tiempo. En el prim er caso, la ecuación (13) es una ecuación diferencial 
d e  variables separables que se puede integrar fácilmente:

donde Xo es  la temperatura del cuerpo en el instante t =  0 . Si en  el 
instante en que fueron detenidos los sospechosos la temperatura x  
del cuerpo del jabalí era igual a 31° C  y  pasada una hora era

x  =  37° C y a  =  21° C , y  tomando e l instante del arresto com o t =  0 
e s  posible determ inar el m omento del disparo. De hecho, utilizando 
los datos disponibles, de la igualdad (14) resulta

Sustituyendo ahora en la fórmula (14) el valor de k  de la igualdad (15) 
y  e l valor x  =  3 7 , hallamos

(13)

donde x  es  la temperatura del cuerpo en el instante t,  a  es la

x  -  a
ln =  - k t , x  ¿  a, (14)

x 0 -  a

k  =  ln =  ln 1,25 =  a22314 ‘
(15)

18
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1 37 -  21

0,22314 "  31 -  21 0,22314

1
ln 1,6 =  -2 ,1 0 6 3 0 .

A sí, entre el instante d el disparo y el instante en que fueron detenidos 

los sospechosos transcurrieron 2  horas y 6  m inutos.

En el caso cu and o la tem peratura del aire varía con  el tiem po, 
la ley (13) d e  enfriam iento d el cu erp o se  convierte e n  la ecuación 

diferencial lineal no hom ogénea

dond e a (f)  es la  tem peratura del aire e n  e l instante t.

Para ilustrar uno d e los m étodos d e determ inación del instante en 
qu e fue m uerto e l jabalí, hagam os algunas conjeturas: en  e l instante 

de la  detención d e  los sospechosos la tem peratura d el cu erp o del 

jab a lí era igual a 30° C ; e l d ía del acontecim iento la tem peratura 
del aire descendió cada hora después d el m ediodía en I o C  y  era 

igual a  0 o C  en e l instante d el hallazgo d el cad áver; finalm ente, 
supongam os que al cabo d e  una hora de ser detectad o e l anim al, 
su tem peratura ba jó  hasta 25° C . Tom ando t =  0  com o e l instante 

del d isparo, asum iendo qu e en tonces la tem peratura corporal del 
jabalí era xq =  37° C  y  denotando con  f* e l instante en qu e los 

guardabosques descubrieron e l cadáver, obtenem os a (t)  =  f* —t.

Integrando ahora la  ecu ación (16), hallam os

—  +  k x  =  ka(t), (16)
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Capitulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

Teniendo en cuenta que x  =  30 para t  =  V , y  que x  =  25 para 
t =  ( ’ +  1, de la última expresión obtenem os las igualdades

( 3 7 !  =  3a

( — 9~  ) e “ *<í' +l> +  -̂  =  26, 

y a partir d e éstas, la siguiente ecuación respecto a k :

( 3 0 - I ) e - ‘ - 2 6 + i = 0 . (17)

A la ecuación (17) se  puede llegar partiendo de otras premisas. En 
efecto, sea t =  0  e l instante de la detección del cadáver. Entonces 
a(t) =  - t  y  llegam os a la ecuación diferencial

^  +  k x  =  - k t  (18)
dt

(con la condición inicial x0 =  30 para t =  0 ), de la cual hay que 
despejar x.

Resolviendo la ecuación (18), obtenemos

( .9)

Haciendo í  =  1 y 1  =  25 en la ecuación (19), llegamos a la 

ecuación (17).

¡ IP :
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Aunque, como se sabe, la ecuación (17) no se  puede resolver alge­
braicamente respecto a * ,  podemos resolverla fácilmente utilizando 
métodos numéricos de aproximación de raíces de ecuaciones trascen­
dentes, digamos, el método de aproximaciones sucesivas de Newton. 
El método de Newton, al igual que otros m étodos d e aproximaciones 
sucesivas, parte de una estimación inicial de la raíz exacta para ob­
tener aproximaciones más precisas. El procedimiento continúa hasta 
lograr e l grado de precisión requerido.

Para mostrar cómo se emplea el método de Newton, transformemos 
la ecuación (17) en

3 0 * -  1 +  (1 -  26fc)e* =  0 , (20)

y la ecuación (19), después de tomar x  =  37, toma la forma

(37* -  1 +  kt)ekl -  3 0 *  +  1 =  0. (21)

Las ecuaciones (20) y (21) pertenecen al tipo de ecuaciones

( a i  +  b)ex‘  +  c i  +  d  =  0 . (22)

Si denotamos con <p{x) el prim er miembro de la ecuación (22) 
y derivamos dos veces consecutivas respecto a  x ,  resulta

<p\x) =  (A a x  +  A6 +  a je **  +  c,

*>"( i )  =  (AJ a i  +  X2b +  2\a)ex‘ .

Entonces e l método de aproximación de Newton de cálculo d e  una 
raíz de la ecuación (22) consiste en que, si la t-ésim a aproximación x¿

2 .
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

cumple la desigualdad

<p{Xi)ipn{Xi) >  0,

entonces la aproximación siguiente x,+ i se  calcula con la fórmula

<P(Xi)
X M ~ X i  ✓<*,)•

Apliquemos el método de Newton a la ecuación (20) y calculemos 
una raíz con una precisión, por ejemplo, de 10~6 . Derivando el primer 
miembro <p{k) respecto a k ,  resulta

<p'(k) =  30 -  (25 -  26k )ek.

Verificando directamente se comprueba que y>(0) =  0 , <p( 1) <  0, 
y>'(0) >  0. Esto indica que la función <p crece en un entorno pequeño 
del origen de coordenadas y luego decrece hasta tomar un valor 
negativo para k  =  1. De aquí se deduce que en el intervalo (0,1) 
existe una raíz de la ecuación <p(k) =  0.

Tomando como aproximación inicial k$ =  0,5 y teniendo presente
que a  — - 2 6 ,  6 =  1, c  =  30, d  =  - 1  y A =  1, calculamos las
aproximaciones sucesivas de la raíz k  de la ecuación (20) en el
intervalo (0,1), hasta alcanzar la precisión requerida. En la tabla
siguiente se muestran los resultados de los cálculos11.

l) N . d e l T. E n  e l  o rig in a l s e  e la b o ra  u n a  ru tin a  p a ra  e l cá lc u lo  d e  b  ra íz  u tilizan d o  b  

ca lc u la d o ra  c ie n tífic a  d e  b o ls il lo  "E L E K T R O N IK A  B Z -3 4 ".

22
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n kn <P(kn) ¥>'(*„) V>"(*n)

0 0,500000 -5 ,7 8 4 6 5 5 -32 ,651408 -1 0 5 ,5

1 0,322835 -1 ,5 2 5 9 5 6 -1 6 ,1 1 8 0 4 3 - 8 2 ,0

2 0,228162 -0 ,3 5 1 4 2 4 -  8,859807 - 7 1 ,5

3 0,188497 -0 ,0 5 5 1 9 4 -  6,103385 - 6 7 ,5

4 0,179453 -0 ,0 0 2 7 4 7 -  5,497019 - 6 6 , 6

5 0,178953 -0 ,0 0 0 0 0 8 -  5,463736 - 6 6 , 5

6 0,178952 0

El últim o paso del proceso de resolución d el problem a consiste en 
sustituir e l valor calculado d e  k  (kb % 0,178952) en la ecuación (21) 

y  resolverla respecto a t (el instante en que fue m uerto e l jabalí). Con 

el fin de aplicar e l m étodo de N ew ton a la ecuación (21) denotem os 

su prim er m iem bro con  g(t). H aciendo í„ =  - 1 ,  a  =  fc, 6 =  37k  -  1, 

c  =  0, d  =  - 3 0 k  + 1 ,  y  A =  k ,  obtenem os la tabla

n tn 9(tn) g'(tn) / ( * « )

0 -1 ,0 0 0 0 0 0 0,1819720 0,963962 0,19

1 -1 ,1 8 8 7 7 5 0,0035050 0,927054 0,19

2 -1 ,1 9 2 5 5 7 0,0000010 0,926329 0,19

3 -1 ,1 9 2 5 5 8 0,0000002 0,926329 0,19

4 -1 ,1 9 2 5 5 8 -0 ,0 0 0 0 0 0 3

De los resultados se deduce que el jabalí fue m uerto aproxim adam ente 

1 hora y 12 m inutos antes de que los guardabosques lo  encontraran.

www.FreeLibros.me



Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

4. Fuga de un líquido 
por un orificio. Reloj de agua

L os dos problem as que se exam inan a  continuación ilustran la relación 

de su s contenidos físicos con la geom etría.

d iante 5 ( s )  el área d e la sección transversal en  el punto x  y  con s 
el área d e  un orificio practicado en el fondo del recipiente.

C om o se  sabe, la  velocidad v d e  salida del líquido en el instante cuando 
la  altura d e su nivel es igual a  x  se determ ina m ediante la  igualdad

salida  d el líquido p or  e l  orificio.

En un intervalo infinitam ente pequeño d e  tiem po d i,  la  salida del 

líquido se  puede considerar uniform e, d e m odo que durante el tiem po 
dt sa le una pequeña colum na d e líquido d e altura v dt y área de 
sección igual a s ,  provocando un descenso - d x  del nivel d el líquido 

en e l recipiente.

F i g . 3

H

D etengám onos previam ente en e l análisis de 
algunos aspectos teóricos generales. Consi­
derem os un recipiente (fig. 3) donde e l área 
d e  cu alquier sección transversal es una fun­

ción de la distancia entre la sección y el 
fondo del recipiente. Sea h  la altura en me­
tros del nivel d el líquido en e l recipiente 
e n  e l instante inicial t =  0 . D enotem os me-

C om o resultado de estos razonam ientos obtenem os la ecuación dife­
rencial
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k s ^ / íg x  dt =  - S ( x )  dx ,  (22)

que puede escribirse como

d t  =  dx . (23)

Resolvam os ahora e l problema siguiente. U n depósito cilindrico de 
6  m de altura y  4  m  d e diám etro descansa sobre su base. Supongam os 

que inicialmente el depósito está lleno de agua y  se  practica en su

base un orificio circular de —  m  radio. S e  p ide hallar cóm o varía 

e l nivel del agua e n  e l depósito con  e l tiem po t, a sí com o e l tiem po 

que transcurre hasta qu e e l depósito se  vacía.

7T
Por las condiciones del problem a, 5 ( i )  =  4 jt  y  s  =  — . D ado que

1 4 4
para el agua k  =  0,6 , la ecuación (23) se  convierte en

217' 152  ̂dt = -------- ——  dx.
v/í

Integrando, obtenem os la fórmula

í  =  434,304 ( V 6 - v ^ )  (0  s* x  <  6),

la  cual expresa la relación entre e l nivel d e agua y  e l tiem po t . Si en  la 

última igualdad hacem os x  =  0 , obtenem os que el tiem po necesario 

para que el depósito se  vacíe por com pleto es aproxim adam ente 
18 minutos.

m
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

Pasem os al segundo problem a. Es sa­
b id o  qu e la clepsidra (reloj d e  agua 
antiguo) es un sistem a para m edir el 

tiem po m ediante el agua qu e sale por 
un pequeño orificio e n  e l fondo de 
un  recipiente (fig. 4). Las clepsidras se 
em pleaban en los tribunales griegos y 
rom anos para cronom etrar los discur­
so s de los abogados y así ev itar inter­
venciones m uy extensas. D eterm inar la 

form a que d ebe tener una clepsidra para qu e e l n ivel d el agua en el 

recipiente d escienda con  velocidad constante.

X
-ül.___ —

T—TV """"

\

— /

/// /

X o

F i g .  4

Para resolver el problem a utilizarem os la ecuación (23). Escribám osla 
d e la m anera siguiente:

V í  =  -
S (x ) dx  

k s ^ 2 ¿  d t'
(24)

Su p oniend o q u e  e l recip iente e s  una superficie de revolución, y ate­
niéndonos a las notaciones introducidas en la  figura 4 , a partir d e  la 

ecu ación (24) obtenem os

' - ■ ' - C v S -  <*>

d x
d onde a  =  vx =  —  e s  la proyección d e la  velocidad de la superficie 

dt
libre d el líquido sobre e l e je  x .  Según las condiciones d el problema 
dicha p royección es constante. Elevando al cuadrad o am bos m iem bros
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e n  (25 ), lle g a m o s a  la  ecu ación

X =  c r \  (26)

/I

d on d e c  =  * ^s to  inc*ica  9 u e  re *°¡ d e  a S u a  tien e  *a  form a de

la su p erfic ie  g en erad a p o r  la  ro tació n  d e  la  cu rv a  (26) a lre d e d o r d el 
e je  x .

5. Eficacia de la p u b lic id ad

U na em p resa  co m ercia l v en d e cierta  m ercan cía  D ,  so b re  cu y a  ex isten ­
cia  e n  el instan te  t  e s tá n  en tera d o s so lam en te  x  d e  lo s  N  co m p ra d o res 

p o ten cia les . C o n  el fin im p u lsar las v en tas d e  e s te  p ro d u cto  la  firm a 
em p ren d e  u n a cam p aña p u b lic ita ria  p o r  ra d io  y  te lev is ió n . P o sterio r­

m ente, m u ch o s co m p ra d o res p o te n cia le s  se  en tera n  d e  la  ex isten cia  
del p ro d u cto  p o r  m ed io  d e  o tra s  p erso n as. C o n  un g rad o  a lto  d e  

fiab ilidad  se  p u ed e  afirm ar q u e , co m o  resu lta d o  d e  la  ca m p a ñ a  p u b li­
citaria , la  velocid ad  d e  v a ria c ió n  d e l n ú m ero  d e  p e rso n a s q u e  co n o c e n  

el p ro d u cto  D  e s  p ro p o rcion a l ta n to  al n ú m ero  d e  co m p ra d o re s  que 
ya están  en tera d o s co m o  al n ú m ero  d e  co m p ra d o re s  q u e  a ú n  n o  lo 
están.

S i co n v en im o s e n  m ed ir e l tiem p o  a  p a rtir  d e l in stan te  cu a n d o , 
una v ez  in iciad a la  cam p añ a  p u b lic itaria , la  can tid ad  d e p erso n as

N
q u e  sa b ía n  d e la  ex isten cia  d e l p ro d u cto  era  ig u al a  — , en to n ces 

o b ten em o s la ecu ación  d iferencial
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con la cond ición  inicial x  =  —  para t =  0 .  En la ecuación (27), k  es  un

coeficiente positivo  d e proporcionalidad. Integrando la ecuación (27) 
hallam os

¿ l n
N  N - x  

Tom ando N C  =  C\, resulta la igualdad

=  k t  +  C.

=  A e N kt d onde A  =  e c '.
N - x

R esolviendo esta  últim a ecuación respecto a  x ,  obtenem os 

A eNkt N
x  =  N

A e Nkt 4- 1 "  1 + P e - * * '
(28)

d ond e P  =  — .
A

E n la literatura de econom ía, la ecu ación (28) se  conoce con  el nom bre 
d e  ecuación  d e  la  curva logística.

Partiendo d e  las condiciones ini­
ciales, la ecuación (28) se trans­
form a en

N
x  =

l + ( 7 - l ) e-  1 \p-Nkt’

E n  la figura 5  se  m uestra la  curva 
logística para 7  =  2 . C on la ecua­

ción (27) tam bién s e  puede representar el problem a de d ifusión de 
noved ades tecnológicas.
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6. Oferta y demanda

La oferta y la dem anda son  categorías económ icas d e la producción 
de bienes y servicios, categorías qu e surgen y  se desarrollan e n  el 
m ercado, en la esfera del intercam bio com ercial. La dem anda es la 
expresión en el m ercado de la necesidad d e m ercancías y la oferta es 
el producto disponible o  susceptible d e ser conseguido en el m ercado. 
Una de las leyes económ icas de la producción d e bienes y servicios 
es la ley d e la  oferta y la  dem anda , cu ya esencia e s  la unidad d e la 
oferta y la demanda y su tendencia objetiva a equilibrarse.

Veamos el problema siguiente. Supongam os que todos los dom ingos 
de una temporada suficientem ente larga, un cam pesino va al m ercado 
del pueblo a vender las m anzanas recolectadas durante la semana. 
Si e l inventario d e  m anzanas es grande, la oferta sem anal dependerá 
tanto del precio d e venta esperado para la presente sem ana com o de 
la  variación pronosticada para las sem anas siguientes digam os, 
se espera que esta semana el precio sea ba jo  y qu e en las siguientes 
aum ente, entonces la oferta se  m antendrá o  dism inuirá ba jo  la 
condición de que la subida esperada com pense las pérdidas por no 
venta. A dem ás, la oferta d e la m ercancía esta sem ana será tanto 
menor, cuanto m ayor sea e l aum ento esperado d el precio d e venta 
en las sem anas siguientes. Y  viceversa, si esta sem ana se  espera que 
el precio sea alto y que caerá luego, entonces la oferta aum entará 
tanto más cuanto m ayor sea la dism inución de precios esperada.

Si denotam os con  p  e l precio de la fruta esta sem ana, y con p  la 
tendencia (la derivada del precio respecto al tiem po), entonces tanto 
la demanda com o la oferta serán funciones d e estas variables. C om o 
muestra la práctica, las form as concretas d e estas funciones dependen 
de m uchos factores; en  particular, la  dependencia d e la oferta y de la

29

www.FreeLibros.me



Capitulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

dem anda respecto a p y p' puede ser lineal, es decir, puede tener la 
forma

y  =  a p  + b p  +  c,

donde a , b  y c  son ciertas constantes reales. Suponiendo, por ejemplo, 
que e l precio inicial d e la fruta era igual a 1 rublo por 1 kg , dentro d e t 
sem anas será p(t) rublos por 1 kg, y  las fórm ulas para determ inar el 
com portam iento d e la demanda q y de la oferta s  son

q  =  4p - 2 p  +  39, 

s  =  44p' +  2p -  1,

respectivamente, entonces para garantizar el equilibrio entre la de­
manda y la oferta, debe cum plirse la igualdad

4p  -  2p +  39 =  44p  +  2 p -  1.

D e aqu í llegam os a la  ecuación diferencial

p - 1 0  10

Integrando hallam os p  =  C e " '/10 +  10. De la condición inicial (p =  1 
para t =  0 ) resulta

p =  - 9 e “</10 +  10. (29)

Resum iendo, si se quiere m antener todo el tiempo una situación de 
equilibrio entre la dem anda y  la  oferta, es necesario qu e el precio 

varíe de acuerdo con  la fórm ula (29).

■
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7. Reacciones quím icas

Las ecu aciones qu ím icas m u estran  có m o  se  form a una su stancia 
(producto) a  partir d e o tras su stancias (reactantes). Por e jem p lo , la 

ecuación

2H 2 +  0 2 -  2H 20

m uestra qu e e l resultado d e la reacción  en tre  d o s m olécu las de 
hidrógeno y  una d e  ox ígen o es la ob tención  d e d o s m oléculas 

de agua.

La form a general d e una ecu ación  qu ím ica es

aA  +  b B  + c C  + . . .  - *  m M  +  n N  +  p P  +  . . . ,

dond e A, B ,  C , . . .  son  los reactantes; so n  las su stan­
cias qu e se  obtienen com o resultado d e la reacció n  qu ím ica; y  las 
constantes a ,b ,  c , . . .  . . .  son  en teros p o sitiv os q u e  ind ican
las concentraciones  (núm ero d e  m oléculas) d e las su stancias que 
intervienen e n  la reacción.

La m agnitud q u e  caracteriza e l cu rso  d e  una reacción  con  el tiem po 
se llam a v elocidad  d e reacción . Las co ncen traciones d e lo s  reactantes 

se  m iden e n  m oles p or unidad d e volum en.

Una d e  las leyes fundam entales d e la teoría d e  las velocid ades 
d e  las reacciones qu ím icas es la  ley  d e  acción  d e m asas, seg ú n  la 
cual la  v elocidad  d e una reacción  quím ica, p a ra  un sistem a h om o­
gén eo a  tem peratura constante, es proporcion al a l  producto  d e  las  
concentraciones d e  la s  sustancias reaccionantes.
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Veam os có m o  utilizar la  ley d e acción d e m asas e n  la resolución de 

un  problem a concreto d e una reacción quím ica. El resultado de la 

reacción  d e  10 litros d e  la  sustancia A  con  20 litros de la sustancia B  
e s  una nueva sustancia C . Su pongam os qu e A, B  y C  son líquidos, 

qu e la  tem peratura d urante la  reacción  perm anece constante, y  que la 
reacción  de d os volúm enes d e  la sustancia A con  un volum en d e la 

sustancia B  produce tres volú m en es d e la sustancia C . D eterm inar 

la  cantidad d e sustancia C  en  un instante arbitrario t sabiendo que 

d urante 2 0  m inu tos se  form an 6  litros.

R epresentem os con  x  e l vo lum en (en litros) d e la sustancia C  obtenida 

hasta el instante t (en horas). D e las condiciones del problem a se
2x

d edu ce qu e, al llegar a l instante t ,  han reaccionado —  litros d e la

sustancia A  y ^  litro s de la sustancia B  o, lo  que es equivalente,

2 j  x
aú n  qu edan 10 — — litros d e A y  2 0  -  -  litros de B .  Conform e

con la ley  d e  acción de m asas

o  bien

^  =  * 1 5  -  x )(6 0  -  x),

(  1 K \d onde k  es  una constante d e proporcionalidad I k  =  J . Recor­

d em os que e n  e l instante inicial / =  0  la  cantidad d e  sustancia C  es 

x  =  0 ,  y en e l instante t =  -  se  tiene x  =  6.

32
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7. Reacciones químicas m m

Partiendo d e esta inform ación, podem os plantear e l llam ado problem a  
de contonto

%  =  * (1 5  -  x )(60  -  x), 
at

x(0) =  0, * Q )  = 6 .

Ante todo, integrem os la ecuación diferencial y  utilicem os la condición 
i ( 0 )  =  0 para obtener e l valor de la  constante d e integración:

6 0 - 1  = 4 e 45«
1 5 - i

Ahora, para hallar el valor d e  la constante d e proporcionalidad * ,  

sustituim os los valores i  =  6  y t  =  -  en  esta última expresión. El

resultado es e 15* =  - .  Por consiguiente, 

o , despejando x ,

La última igualdad representa la cantidad x  d e  sustancia C  formada 
hasta e l instante t por la reacción de A y B .
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C apitu lo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

H agam os una observación final. Partiendo de consideraciones prác­
ticas s e  com prende que e l volum en d e sustancia C  form ado durante 

la reacción  qu ím ica d e 10 litros d e su stancia A y d e 2 0  litros de 

su stancia B  es  finito. Al m ism o tiem po, un análisis form al de la 
ecu ación  ( * )  indica q u e  existe un valor finito d e  t,  concretam ente 

/ 2 \ *
cu and o ( -  J  =  4 , para e l cual la variable x  se  hace infinitam ente 

grande. N o obstante, este hecho no contrad ice las consideraciones

í 2 \ *prácticas, pu es la igualdad 1 - 1  =  4  es posible únicam ente si el

tiem po t tom a valores negativos, y  las reacciones quím icas tienen 

sen tid o só lo  para t ^  0.

8. M odelos diferenciales 
en ecología

La ecología estudia las relaciones en tre  los organism os vivos y  su 

m edio am biente. Su  objeto principal de estud io  es la evolución d e las 
poblaciones.

En esta sección  analizarem os algunos m odelos diferenciales d e creci­
m iento y  extinción  de las poblaciones y otros m odelos relacionados 

con  la convivencia d e organism os vivos en situaciones "d e p re d a d o r-  
p resa" 2).

21 Murray /. D. S o m e  s im p le  m a th e m a t ic a l  m o d e ls  in  e c o lo g v  / /  M a th . S p e c tm m  

1 9 8 3 - 1 9 8 4 .  V. 1 6 . N ® 2. P. 4 8 -5 4 .
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Sea z(¿) el núm ero d e individuos d e  cierta población en e l instante t . 
Denotando con A  y B ,  respectivam ente, los núm eros d e individuos 
que nacen y m ueren por unidad de tiem po, tendrem os una base 
bastante sólida para afirm ar qu e la velocidad d e  variación d e x  
respecto al tiem po es

dx
-  =  A - B .  (30)
dt

8. Modelos diferenciales en ecología

El problema ahora consiste en establecer la dependencia d e A y B  
respecto a  x . El caso  más sim ple se  presenta cuando

A =  a x , B  =  bx , (31)

donde o y ó  son la tasa d e natalidad  y  la  tasa d e m ortalidad  por 
unidad d e tiem po, respectivam ente. Sustituyendo las expresiones de 
A y B  d e  (31) e n  la ecuación diferencial (30), se  obtiene

dx
—  =  (a  -  b)x. Ko¿)
dt

Sea x  =  x 0 e l núm ero de individuos en e l instante t  =  f0 . Entonces 
de la ecuación (32) sigue que

De esta igualdad se  d educe que si a  >  6 , entonces el núm ero de 
individuos x  —  oo cuando t  —* oo. Por otra parte, si a  <  fe, entonces 
x  —► 0  cuando t —* oo, es decir, la población com ienza extinguirse.

A  pesar d e  que e l m odelo que acabam os d e  exp oner es sim plificado, 
en una serie de casos corresponde a la realidad. Sin  em bargo,
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Capitulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales •

prácticamente todos los modelos de fenómenos y procesos reales son 
no lineales, por lo que, en  lugar de la ecuación (32), se hace necesario 
considerar ecuaciones d e la forma

i
donde f { x )  es  una función no lineal. Suponiendo, por ejemplo, que 
f ( x )  =  o x  -  bx2, tenem os la ecuación

d x  2
—  =  f { x )  =  o x  -  bx  ,

donde

a  > 0, 6 >  0.

Dado que en el instante t =  t0 el tamaño de la población es x  =  x0, 
se obtiene

a
X° h

x ( t ) = -------- 7 ^ — ^ ------------ . (33)

En la igualdad (33) se ve que cuando t -»  oo, el tamaño de la 
a  a

población x(t) —» Ahora bien, se  pueden dar los casos -  >  x 0
CL

y  -  <  x 0, cuyas diferencias se ilustran en la figura 6. Destaquemos 

que la igualdad (33) describe, en  particular, el comportamiento de las 
poblaciones d e  algunos tipos de parásitos d e las frutas y  de ciertas 
clases d e  bacterias.

Examinemos un caso de coexistencia de especies. Específicamente, 
considerem os d os tipos de peces, grandes (depredadores) y pequeños
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I. M odelosdirérencialesenecologl

(presas), donde los últimos sirven de 
alimento a los primeros. Si construi­
mos la ecuación diferencial para cada 
clase, se obtiene el sistema de ecua­
ciones

^  =  /¿(*i Xn)'

* =  1 , 2 , . . . ,  n.

Estudiemos con mayor detenimiento el llamado modelo "depreda­
d o r-p re sa "  para dos especies de peces. Este modelo fue estudiado 
por primera vez por Voltérra para explicar las oscilaciones en la 
aparición de diferentes tipos de peces en el M ar Adriático, las cuales 
mostraban un mismo período, pero diferentes fases.

Denotemos con x  e l número de depredadores y  con y  la cantidad de 
presas. El número de depredadores crecerá mientras haya suficiente 
cantidad de alimento, o sea, de peces pequeños, pero al fin y al 
cabo llegará un momento cuando comience a escasear al alimento, 
y el número de peces grandes comenzará a disminuir. En este caso, 
el número de peces pequeños de nuevo crecerá, creándose así las 
condiciones para que el número de peces grandes vuelva a aumentar, 
y el ciclo se repetirá de nuevo. He aquí el modelo construido por 
Volterra:

dx
—  =  - a i  +  bxy, (34)
dt

<̂ = c y -  dxy, (35)

donde a , b, c, d  son constantes positivas.

37
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Capitulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

En la ecuación (34) (para los peces grandes), el sumando bxy  
expresa la dependencia del aumento de la población de peces
grandes respecto al tamaño de la población de peces pequeños.
El sumando - d x y  de la ecuación (35) expresa la reducción del 
número de peces pequeños en función del número de peces grandes.

Simplifiquemos el aspecto de las ecuaciones (34) y  (35) introduciendo 
las siguientes variables adimensionales:

d  b  a
t i ( r )  =  - x ,  v ( t )  =  - y ,  t  =  d ,  a  =  - .  

c a  c

Con estas notaciones las ecuaciones diferenciales (34) y (35) se 
convierten en

u =  qu{v -  1), v  =  v (l -  tí), (36)

donde a  >  0, y la tilde indica la derivada respecto a r .

Supongamos que en un instante determinado r  =  r0 se conoce el 
número de ejemplares de ambas especies, es decir,

u  (r0) =  u0, V(T0) =  v0. (37)

En el futuro nos interesarán solamente las soluciones positivas. Para 
revelar la relación entre u  y  t) dividamos la primera ecuación del 
sistema (36) por la segunda e  integremos la ecuación diferencial 
obtenida. El resultado es

a v  +  u  -  ln  v “ t í  =  a t »0 +  t í0 -  l n  t £ u 0 =  H ,
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8. Modelos diferenciales en ecología

donde H  es una constante determinada por las condiciones inicia­
les (37) y e l parám etro a .

En la figura 7  se muestran los gráficos d e  ti com o función d e v 
para diferentes valores de H . O bsérvese que las curvas en el plano 
(u, v ) son cerradas. Supongam os ahora 
que a los valores iniciales ti0 y  v0 les 
corresponde el punto A  en  la trayecto­
ria para e l valor H  =  i f 3. Puesto que 
u0 >  1 y  v0 <  1, la primera ecuación del 
sistema (36) m uestra que inicialmente la 
variable u  decrece. Un hecho análogo 
tiene lugar para la variable t». Luego, 
cuando la variable ti se hace igual a la Fig.7
unidad, v' =  0 , y  después en e l trans­
curso de un tiempo prolongado r  la variable v  crece. Y  viceversa, 
cuando v  =  1, u ' =  0  y la variable u com ienza a crecer. De esta 
manera, tanto la variable u  com o la variable v  describen trayectorias 
cerradas, lo que significa que las soluciones son funciones periódi­
cas respecto al tiempo. Adem ás, los puntos de máximo d e u  y v 
no coinciden, es decir, las oscilaciones d e  las poblaciones de peces

F i g . 8

■ ■
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Capítulo  1. Construcción y  solución de  m odelos diferenciales

grandes y p eces p eq u eñ os tien en  fases diferentes. La figura 8  m uestra 
un  gráfico  típ ico  d e  la d ependencia d e ti y  v  respecto ai tiem po r  
(en e l caso  v0 >  1 , u0 <  1).

A  m odo d e  conclusión, su brayem os q u e  e l estud io  d e com unidades 
co n  interrelaciones m ás com plejas cond u ce a resultados prácticos 
m ás in teresantes. A sí, por ejem p lo, si d os poblaciones com piten 

p o r una m ism a fu en te  d e alim entación  (una tercera población), se 
p u ed e m ostrar q u e  una d e las esp ecies tiende a  extinguirse. Bajo estas 

co nd iciones e s  claro  qu e si la  p oblación que se  extingue e s  la fu en te de 
a lim entación , en to n ces las o tras dos esp ecies correrán  la m ism a suerte.

9. U n problem a de la teoría 
m atem ática de epidem ias

A nalicem os u n m od elo  d iferencial d e la  teoría d e ep idem ias. Su­
p ongam os q u e  en cierta  p oblación d e  tam año N  se  d istinguen tres 
grupos: e l p rim er g ru p o está form ado p o r los ind iv id u os sanos, pero 

su scep tib les d e  ad q u irir cierta enferm edad  contagiosa. Sea S{t)  el 
nú m ero d e tales ind iv id uo s en e l instante t . El segu nd o gru po lo  con­

form an lo s  ind iv iduos infectados, o  sea, aqu éllos ind iv iduos qu e están 
en ferm os y  so n  fuente de prop agación  d e la enferm edad. D enotem os 

con  I ( t )  e l n ú m ero  d e tales ind iv id u os e n  e l instante t.  Finalm ente, 
el tercer g ru p o lo  constitu yen lo s  ind iv iduos san os q u e  tienen inm u­

nidad co ntra  la  en ferm ed ad  dada. U tilicem os e l  sím bolo  R {t)  para 
rep resen tar su núm ero en e l instante t.  D e tal m anera,

S (t)  +  I ( t )  +  R (t) =  N .  (38)

■
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9. Un problem a de la teoría matemática de epidemias

H agam os varias su p osicion es qu e, si b ien  sim p lifican  la situación  
real, e n  m uchos caso s reflejan la esencia  d e  lo s  acontecim ientos. 
A sum am os, por ejem p lo, q u e  cu and o e l nú m ero d e ind iv iduos 
infectados exced e cierto  núm ero fijo / *, la velocid ad  d e  variación  del 

núm ero d e ind iv iduos su scep tib les a  la  en ferm ed ad  en e l instan te  t 
e s  proporcional a su  núm ero e n  e l instante t . Vam os a consid erar que 
la velocidad d e variación  del nú m ero d e  ind iv id u os infectados, pero 
convalecientes, es p roporcional al n ú m ero  d e ind iv id uo s infectados. 
En relación con  la p rim era su posición, con sid erem os qu e cu and o el 
nú m ero d e ind iv iduos in fectad o s es I ( t )  >  /’ , éstos son  cap aces de 
contagiar a  los ind iv id uo s p ro p en sos a la  en ferm ed ad. L o  últim o 
significa q u e  acep tam os e l h ech o  d e  u n  po sib le  a islam ien to  (hasta 
cierto  m om ento) d e los ind iv id uo s co n tag iad o s (m ed iante  cu arentena 
o  m anteniéndolos le jos d e  los ind iv iduos propensos al co n tag io ). Con 
estas restricciones llegam os a  la ecu ación  d iferencial

d s = ( - a s  si m  >  r ,  
dt  \  o si m  ^  r .

A hora, pu esto qu e cada ind iv id u o su scep tib le  d e contag io , e l cu a l al 

fin y  al cab o  contrae la  in fección , s e  co n v ierte  e n  agente  transm isor 
d e la  en ferm edad, en tonces la  velocidad  d e v ariación  d e l n ú m ero  de 
ind iv iduos infectados es la d iferencia en la unidad d e  tiem p o entre 

los ind iv iduos qu e han ca íd o  enferm os p o r p rim era  v ez  y lo s  qu e 
están en recuperación:

d ± = ( Qs - p i  si i ( t )  >  r ,  
dt \  - p i  si m ^ r .

Las constan tes de proporcionalidad  a  y  0  s e  denom inan coeficien te  
d e m orbilidad  y  coeficiente d e  convalecen cia , respectivam ente.

4 ,
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

Finalm ente, la velocidad d e  variación del núm ero d e  individuos 
convalecientes se  da m ediante la ecuación

Para qu e las soluciones d e las ecuaciones correspondientes sean 
únicas, hace falta prefijar las condiciones iniciales. Por com odidad, 
supongam os que en e l instante t =  0  en la población no hay indivi­
duos inm unes a la enferm edad, es decir, R (0) =  0 , y  qu e inicialmente 
e l núm ero d e individuos infectados es igual a  /(O). Supongam os 
adem ás qu e los coeficientes d e m orbilidad y de convalecencia son 
iguales, o sea, o  =  p  (le  proponem os al lector analizar el caso cuando 
estos coeficientes n o  son  iguales). D ebem os exam inar d os casos.

Caso 1. El n ú m e ro  1(0) ^  V . En este caso, con  e l aum ento del
d S

tiem po la infección no se  propaga, ya que — * =  0  y, por consiguiente,
dt

conform e a  la  ecu ación (38) y a  la condición inicial R(0) =  0 ,  para 
tod o t  e s  válida la igualdad

S(t) =  5 (0 )  =  N  -  1(0).

Una situación  sim ilar se  presenta cuando una cantidad suficientem en­
te grande de individuos infectados se  som ete a cuarentena. Entonces 
d e  la ecu ación (40) tom a la forma

De aquí

/ « ) =  / ( 0 ) e - ' .

42
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9. Un problema de la teoría matemática de epidemias

Por tanto,

w )  =  n -  5 ( o  -  m  =  m  • ( i  -  e _af ).

En la figura 9  se  m uestra cóm o cam bia e l núm ero d e individuos en 
cada uno d e  los tres grupos respecto al tiem po t .

C aso  2. E l n ú m ero  7 (0 )  >  7 ’ . En estas condiciones, d ebe existir 
un intervalo de tiem po 0  ^  t  <  T  d onde e s  válida la desigualdad 
7 ( 0  >  I \  ya que, d e  acuerdo con  el sentido del problem a, la 
función I  debe ser una función continua d e t.  D e aqu í se  infiere 
que para todo t del intervalo [0 ,T )  la enferm edad será adquirida 
por todos los individuos susceptibles d e contagio . Entonces d e la 
ecuación (39) se d educe que

5 (f)  =  5(0)e~ °*

para 0  <  t <  T .

www.FreeLibros.me



Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

Sustituyendo el valor d e S(¿) d e la últim a igualdad en la ecuación (40), 

llegam os a la  ecuación diferencial

~  +  a l  =  aS (0 )e~ al. (41)
dt

M ultiplicando am bos m iem bros de la ecuación (41) por e at resulta 

l ( / e" )  =  a S ( 0 ),

de donde

I e at =  q 5 (0 ) í  +  C

y, consiguientem ente, el conjunto de todas las soluciones d e  la 
ecuación (41) queda determ inado por la fórmula

/(<) =  C e~"‘  +  a S (0 ) te ~ n'.  (42)

H aciendo t  =  0  en (42) obtenem os C  =  /(O), y la  ecuación (42) toma 
la forma

I ( t )  =  (1(0) +  a S (0 )t)e~ ° '  (43)

para 0  ^  t <  T .

D ediquém onos ahora a  la búsqueda d e un valor concreto d e T  y  del 
instante tm¡tx cu and o e l núm ero d e individuos infectados alcanza su 
valor m áximo.

La respuesta a  la prim era pregunta es im portante, porque en el 

instante T  cesa e l contagio  d e los individuos propensos a enferm arse.

44'
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9. Un problema de  la teoría matemática de epidemias

De lo anterior se deduce que para t =  T ,  el segundo m iem bro de la 

ecuación (43) tom a el valor V , es  decir,

es el núm ero d e individuos susceptibles d e  contagio que no adquieren 

la enferm edad, y  para los cuales se cumple

De aqu í resulta

En esta igualdad se  ve que si indicam os un valor explícito  d e 5(oo ), 

entonces con la ecuación (45) podrem os predecir e l instante en que 
se detiene la epidem ia. Sustituyendo T  d e  la expresión (45) en la 
ecuación (44), obtenem os la igualdad

/* =  (/(O) +  a S { 0 ) T ) e ~ oT . (44)

Pero

S (T ) =  lim  S(t) =  5 (oo)
t—oo

5 ( T )  =  5 (o o ) =  S (0 )e “o 7 .

o bien

5(oo) 5 (0 ) 5 (o o ) '

r  n o )  5 (0)
:— -  =  -T77T +  ln — — ;

m
www.FreeLibros.me



Capitulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

que pu ede escribirse en la forma

r  +  ln 5 (o o )  =  ^  +  ln S (0 ) . (46)
5(oo) S (  0)

Por cuanto /* y todos los térm inos en e l segundo m iem bro d e la 
ecu ación (46) son conocidos, a  partir d e ella  podem os determ inar sin 
d ificultad 5(oo).

Para responder a la segunda pregunta, partiendo d e  la ecuación (43) 
llegam os a la igualdad

^  =  (oS (0 ) -  a /(0 )  -  a 2S (0 )í)e ~ ° ' =  0.

D e aquí hallam os el tiem po al cabo del cual I  alcanza su  valor 
m áximo:

«  V S (0 ) J

Si sustituim os e l valor d e esta igualdad en la ecuación (43), 
obtenem os

Esta expresión m uestra, en  particular, que en el instante ¿max el 

núm ero de individuos susceptibles de enferm arse coincide con el 
núm ero de individuos infectados.

Para t  >  T ,  los individuos susceptibles d e  contagio no adquieren la 
infección, por lo que

m  =  / • e - |,- T).

« i
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10. Curva del perro (curva de persecución)

En la figura 10 se ilustran las variaciones de los tres grupos respecto al 
tiempo.

10. Curva del perro 
(curva de persecución)

El siguiente ejem plo muestra cóm o utilizar las ecuaciones diferenciales 
para elegir una estrategia correcta en un problema de búsqueda.

Supongamos que un torpedero persigue un subm arino en la bruma. 
En cierto instante la bruma se disipa y e l subm arino queda al 
descubierto sobre la superficie del agua, a una distancia d e 3 millas 

del torpedero. Conociendo que la velocidad del torpedero es dos 
veces superior a la del subm arino y que este últim o se sumergió 

inmediatamente después de ser descubierto y partió a toda velocidad 
siguiendo un curso rectilíneo en dirección desconocida, determinar

47
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Capítulo  1. Construcción y  solución de m odelos diferenciales

la  trayectoria (curva d e  p ersecución) q u e  d eb e segu ir e l torp edero 

p ara  pasar exactam ente p o r arriba d el subm arino.

In trod u zcam os un sistem a d e coord enad as polares r ,  0  d e  tal m anera 

q u e  e l polo O  co in cid a con  e l  p u nto  d on d e s e  encontraba el su b­
m arino en e l instante en qu e fue 

descubierto, y  que e l e je  polar r 
p ase p o r e l p u nto  dond e se  hallaba 

el torp edero e n  ese  m ism o instante 
(fig. 11). Los razonam ientos poste­
riores se  basan  e n  las consid era­
cion es siguientes. L o  prim ero que 
d ebe hacer e l torp edero es situarse 

a  la  m ism a distancia d el polo O 
q u e  e l subm arino; después el tor­

p ed ero  se  debe  m over alred edor del p o lo  O  sigu iendo una trayectoria 
tal qu e am bos estén  tod o el tiem p o a la m ism a distancia del punto O. 
Só lo  así, m ov ién d ose a lred ed o r d e l polo O , e l torp edero pasará por 

en cim a d el subm arino. Por tanto, al p rin cip io  e l torp edero se  debe 
d esp lazar e n  línea  recta hasta qu ed ar situ ad o a la  m ism a distancia x  
del p o lo  O  q u e  e l su bm arino . La d istancia x  puede hallarse con  
alg u n a d e las ecu aciones

F i g .  1 1

3 - x  

2v  '

3  +  x  

2v  '

d on d e t; e s  la velocidad  del subm arino, y 2v  e s  la velocidad 

d el torp edero. R esolv iend o las últim as ecu aciones hallam os q u e  la 
d istancia x  p u ed e ser igual a una o tres m illas.

S i d u ran te  este  desplazam iento  rectilíneo e l torp edero y e l  subm arino 

n o  se  "en co n tra ro n ", e n  lo su cesivo  e l torp edero d eb e m overse

■
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10. Curva del perro (curva de persecución)

alrededor d el polo O  (en e l sentido d el m ovim iento d e las agujas 

del reloj o en sentido contrario), alejándose d e éste a  la velocidad v 
(velocidad radial) del subm arino. D escom pongam os la velocidad 2v 
del torpedero en su s com ponentes radial vr y tangencial vT (fig. 11).

La com ponente radial es la velocidad a  la que e l  torpedero se  aleja 

del polo O , es  decir,

d r

La com ponente tangencial es la velocidad lineal d e rotación del 

torpedero alrededor d el polo. C om o se sabe, esta velocidad es

de , ,•igual al producto d e la  velocidad angular —  p o r el radio r :

d6

vT = r7f
Com o vr =  v ,  entonces

vT =  s / ( 2 v )2 -  v 2 =  V 3 v.

Así, el problem a inicial se  reduce a resolver el sistem a d e  dos 

ecuaciones diferenciales

d r  d 6  r

7 ^  T7 ^ v -

Elim inando la variable t ,  este sistem a se  reduce a  la ecuación 

d r _  d0_

V ~ y / 3 '

BB
www.FreeLibros.me



Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

que tiene por solución

d onde C  es  una constante arbitraria.

Puesto que el torpedero comienza a moverse alrededor del polo O 
desde e l eje polar r  a una distancia d e  x  m illas del punto O ( r  =  1 
para 9  =  0  y r  =  3  para 9 =  - i r ) ,  concluim os que en el primer 

caso C  =  1 y  en e l segundo C  =  3 e */v/\  Dicho con otras palabras, 
para cu m plir su tarea e l torpedero se debe m over d os o seis millas 
en línea recta hacia el lugar donde fue descubierto el subm arino y 
después navegar p o r alguna de las espirales

r  =  e " '*  6  r  =  3e(,+"'-/S.

11. Modelos de operaciones 
militares

En los tiem pos de la Primera Guerra Mundial, el ingeniero y  mate­
m ático inglés F. W. Lanchester construyó varios m odelos matemáticos 
d e operaciones m ilitares aéreas. M ás tarde estos m odelos se  genera­
lizaron y extendieron a los casos d e  operaciones m ilitares d e tropas 
regulares, agrupaciones guerrilleras y  operaciones com binadas de 
am bos tipos. Exam inem os los tres modelos.

Supongam os que en un conflicto arm ado participan d os partes con­
trincantes x  e y .  D enotem os con x (t)  e y (t) ,  respectivamente, las 
fuerzas num éricas d e las partes en el instante t (el tiem po t se  mide 
en días, com enzando por el prim er día de operaciones). Las variables

m
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11. Modelos de operaciones militares

x{t) e  y(t) desem peñarán un papel decisivo en la construcción d e  los 
modelos m encionados, pues en la práctica es m uy difícil definir cri­
terios de com paración de las partes que, adem ás, consideren el grado 
de preparación m ilitar y de pertrecham iento, e l nivel y la experiencia 
del personal de m ando, e l estado m oral, y  m uchos otros factores.

Supongam os también que x{t) e  y(t) varían continuam ente y, más 
aún, que son derivables respecto al tiempo. Es m enester aclarar que 
tales suposiciones son una sim plificación d e la situación real, ya 
que de hecho x (t)  e  y (t) son núm eros enteros. Al m ism o tiempo, 
si la fuerza numérica d e  cada parte es suficientem ente grande, el 
incremento de la cantidad e n  una o dos personas es, desde el punto 
de vista práctico, una m agnitud infinitésima en com paración con  la 
fuerza numérica existente. Por eso se  puede considerar que durante 
intervalos pequeños d e  tiem po la fuerza numérica tam bién varía en 
cantidades pequeñas (no enteras). Por supuesto, estos acuerdos no 
son suficientes para deducir fórm ulas que expresen x(t)  e  y(t) como 
funciones de t,  aunque sí es posible indicar una serie de factores que 
permitan definir la velocidad de variación del tam año num érico de 
las partes contrincantes. Concretam ente, denotem os m ediante O LR  
la velocidad con la qu e la parte x  sufre pérdidas a  causa d e enferm e­
dades y otros factores no vinculados directam ente con  las operaciones 
militares; mediante C L R  la velocidad con la qu e la parte x  su fre pér­
didas debido a  los encuentros directos en el curso d e  las operaciones 
militares con  la parte y; y con  R R  la velocidad con  la qu e llegan los 
refuerzos de la parte x . Entonces la velocidad d e variación d e x{t) es

^  =  -  (O L R  +  C L R ) +  R R . (47)
dt

Para y(t) la  ecuación es análoga. El problem a ahora consiste en indi­
car las fórmulas correspondientes para las m agnitudes O L R , C L R
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

y R R , y luego investigar las ecuaciones diferenciales construidas. Las 
deducciones que se infieren del análisis permitirán responder a  la 

pregunta acerca del posible vencedor.

En adelante, usaremos las notaciones siguientes: a, b , c , d , g  y h  son 
constantes no negativas qu e caracterizan el grado de influencia de 

diferentes factores en las bajas de ambas partes x  e  y;  P {t)  y  Q(t) 
son térm inos que expresan la posibilidad d e refuerzos para las 
tropas x  e  y  en  el transcurso del día; x 0 e y0 son las fuerzas 
num éricas de x  e  y  antes d e com enzar las operaciones militares. 

Escribam os los tres m odelos3’ construidos por Lanchester. El primer 
m odelo se  refiere a la descripción d e operaciones militares entre 
tropas regulares, y su forma es

dxlt)
=  - a x ( t ) - b y ( t )  +  P(t)>

dt 
dy(t)

=  - c x ( t )  -  dy(t) +  Q(t).
dt

Este sistema se denominará sistema diferencial tipo (A). 

El segundo modelo

dx(t)

dt

dy(t)
dt

=  - a x ( t )  -  gx{t)y{t) +  P{t), 

=  -d y (t)  -  hx(t)y(t) 4- Q(t)

En el artículo de Coleman C.S. "Combat models" (Diíferential equations models, 
New York. 1983. P. 109-131) se citan ejemplos concretos de operaciones militares y se 
muestra su grado de concordancia con los modelos diferenciales examinados.

52
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11. M odelos de  operaciones militares

describe op eraciones m ilitares en tre  gru p os guerrilleros. L levém oslo  

sistema d iferen cia l tipo  (B). F inalm ente, e l tercer m odelo

llam ado sistem a d iferen cia l tipo  (C), d escribe op eraciones m ilitares 

m ixtas, en  las cu ales tom an p arte tanto tropas regulares co m o  gru p os

Cada ecu ación d iferencial d e  los m od elos que acab am o s d e plantear 

representa la  velocidad d e variación d e las fu erzas nu m éricas de 
las partes enem igas com o una función d e  d iferen tes facto res que 

influyen e n  el d esarrollo  d el conflicto . N ótese q u e  estas ecu aciones 

tienen la estru ctura (47). Las ba jas d e efectiv os no ligad as d irectam en te 
con  las op eraciones m ilitares (dichas ba jas están  d efin id as p o r los 

térm inos - a x ( t )  y - d y ( t ) )  perm iten ob tener las v elocid ad es relativas 
constantes d e  pérdidas (en ausencia d e  op eracion es m ilitares y  de 

refuerzos) a partir d e  las ecuaciones

Si e n  los m od elos d e L anchester figuran so lam en te los térm inos 
correspondientes a  los refuerzos y  a  las p érd idas no relacionadas 

con  las op eraciones m ilitares, significa  qu e, e n  general, n o  hay 
com bates. P or e l contrario , la  presencia d e lo s  térm inos - b y ( t ) ,  —cx{t), 
- g x (t) y(t)  y - h x ( t )  y(t) significa q u e  tien en  lu g a r op eracion es 

m ilitares.

—  =  - a x { t )  -  g x (t)y {t)  +  P (t), 
dt

^  =  - c x ( t ) - d y ( t )  +  Q(t),

guerrilleros.

1 d x  

x  dt

5 3
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

C onsiderem os e l sistem a diferencial tipo (A). Supongam os que cada 

una d e las partes enfrentadas se  encuentra en la  zona d e alcance 
d e  la otra  parte y  qu e e l fuego se d irige só lo  contra la fuerza viva 

qu e participa d irectam ente en las op eraciones m ilitares. Bajo estas 

suposiciones Lanchester propone introducir un térm ino -b y { t )  que 
refleje las p érd idas d e unidades de tropas regulares d e la parte x  
d urante los com bates. El coeficiente b indica la eficiencia d e las 

acciones m ilitares d e la parte y . Entonces la ecuación

-  —  =  - 6  
y dt

m uestra que la constan te b m ide la eficiencia m edia de cada unidad 
d e las fuerzas d e com bate d e  la parte y . A sí m ism o se  explica el 

térm ino - c x { t ) .  En general, n o  es nada fácil calcular los coeficientes 

d e eficiencia 6  y  c . U n caso particular relativam ente sim ple se 

presenta cuando

6 = V » ' c = T‘v‘' (48)

donde ry, r x son  los coeficientes d e potencia d e  artillería  d e  las partes 

y y  x ,  respectivam ente, y py, px son las probabilidades d e que cada 

d isparo d e las p artes y  y  x  resulte certero.

N ótese que en el sistem a diferencial tipo (A) los térm inos corres­

pond ientes a  las pérdidas en com bate son  lineales. En cuanto a  los 

sistem as tip o (B), los térm inos análogos ya no son lineales. Efec­
tivam ente, su pongam os qu e una fuerza num érica guerrillera x(t)  
ocupa cierto  territorio R  perm aneciendo invisible al enem igo. Aun 
m anteniendo bajo  fuego el territorio R,  e l enem igo no puede sab er la 

eficiencia d e su s propias operaciones. En este caso es m uy probable 

que las ba jas de la guerrilla x  sean proporcionales, por un lado,

54
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fe 11. Modelos de operaciones militares

a su fuerza num érica x { t ) y, p o r o tro  lado, a la fuerza num érica y{t) 
del enem igo. D e esta m anera, e l térm ino correspondiente a  las bajas 
d e la  guerrilla x  tiene la  forma -g x ( t )y ( t ) ,  d onde e l coeficiente de 

eficiencia de las op eraciones m ilitares d e la p arte y ,  hab lan d o en 
general, e s  m ás difícil d e  estim ar q u e  e l coeficiente b  d e  la prim era 
igualdad d e  (48). Sin em bargo, para hallarlo  p odem os em p lear el 
coeficiente de potencia d e artillería r y, así com o los razonam ientos 

de Lanchester d e q u e  la probabilidad d e un d isparo certero  d e  la 
parte y  e s  d irectam ente proporcional a la denom inada eficacia  terri­
torial Ary de u n  d isparo d e  la parte y  e  inversam ente proporcional 
al área d el territorio R  ocupado p o r las fuerzas x .  A q u í Ary 
representa e l área qu e ocupa un guerrillero. D e esta  m anera, las 
fórm ulas probabilísticas para d eterm inar g  y  h  son las siguientes:

9 = r* v  A = r' V  <49>

Exam inem os con  m ayor detalle cada uno d e los tres m odelos d ife­
renciales introducidos anteriorm ente.

S is t e m a s  d i f e r e n c i a l e s  t i p o  (A ). M o d e l o  c u a d r á t i c o

Supongam os qu e las tropas regulares d e d os fuerzas enem igas 

sostienen com bates en una situación  sim plificada, en la q u e  n o  hay 
pérdidas no relacionadas d irectam ente con  los com bates. S i ninguna 
d e  las d os partes recibe refuerzos, e l m odelo m atem ático se  reduce 

al sistem a diferencial
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C apítu lo  1. C onstrucción y  solución de  m odelos diferenciales

Al d iv id ir  la seg u n d a  ecu ación  p o r la  prim era, resulta

d y  _  ex 

d x  by

In tegrand o la ecu ación  d iferen cia l (51), ob tenem os 

b [ y 2( t ) - y ■) =  c ( x 2( t ) - x 20).

(51)

(52)

La igualdad  (52) e x ­

p lica  p o r q u é  e l s is­

tem a (50) corresp onde 

a  un  m od elo  cu adráti- 
co . S i s e  d en ota  con  K  

la co n stan te  b y l  -  ex ] ,  
en to n ces la  ecu ación

by2 - c x 2 =  K ,  (53)

ob ten id a d e la igual­

d ad (52), representa

una h ip érbo la  (un p ar d e rectas si K  =  0 ) , lo  que n o s d a la 

p o sib ilid ad  d e  clasificar e l sistem a (50) d e una m anera m ás exacta. 
C o n cretam en te , lo  p od em os d en om in ar sistem a d iferen cia l con ley  

h ip erbó lica .

En la figu ra 12 se  ilu stran  las h ip érbo las p ara  d iferen tes valores d e K . 
P or co n sid eracion es o b v ia s  se  exam ina únicam en te e l p rim er cu a­

d ran te  {x  ^  0 , y  ^  0 ). Las flechas en las cu rvas ind ican la d irección 

d e v ariación  d e  las fu erzas nu m éricas con  e l transcu rso d el tiem po.
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11. M odelos d e  operaciones m ilitares

Para resp on d er a  la p regu n ta  so b re  q u ién  v en ce  e n  e l m o d elo  (50), 
conven gam o s, p rim eram en te , q u e  la  p arte  y  (la  p arte  x )  v en ce  si 
ella  e s  la  p rim era e n  d estru ir  las fu erz a s d e  c o m b a te  d e la  p a rte  x  
(d e la  p arte  y ) .  En n u estro  caso  v e n ce  la  p arte  y  s i  K  > 0 ,  p u esto  qu e 
conform e a la e cu a ció n  (53) la v ariab le  y  n u nca  s e  an u la , m ien tras qu e

le
la  variab le  a: se  hace ig u al a ce ro  p ara  e l  v a lo r  y (t)  =  y  — . P o r  esto ,

para ven cer, las fu erzas y  d eb en  tratar d e  lo g ra r  u n a s itu a ció n  e n  la 
q u e  K  >  0 ,  e s  decir,

by ¡ >  c x l  (54)

Su stitu y en d o  e n  (54) las ex p resio n es (48) d e  b  y c,  o b ten em o s

<55>\ * 0 /  T y P y

El p rim er m iem b ro  d e la d esig u ald ad  (55) m u estra  q u e  las v ariacio n es 

en la relación  d e  fu erzas —  le  d an  u n a ven ta ja  “cu a d rá tic a "  a u n a d e 

las p artes. A sí, p o r  e je m p lo , una v ariació n  d e  la  re lación  d e  fu erzas

desde —  =  1 h asta  —  =  2  le  d a una v en ta ja  cu á d ru p le  a  las
x o x o

fu erzas y .  N ó tese  q u e  la e cu a ció n  (53) d eterm in a  la co rre la c ió n  d e 
fu erzas d e  las p artes  e n  co n flicto , p ero  n o  tom a e n  co n sid era c ió n  
exp líc itam ente e l tiem p o . Para d ed u cir  las fórm u las q u e  co n tie n en  
exp líc itam ente al tiem p o , p ro ced erem o s d e  la  m an era  sig u ien te . 
D eriv em os resp ecto  a t  la  p rim era  e cu a ció n  d e l sistem a (50) y 
utilicem os la seg u n d a  ecu ación  d e  E sc m ism o  sistem a. A sí llegam os 
a  la  ecu ación  d iferen cial
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Capítulo 1. Construcción y solución d e  m od elos  diferenciales

S i com o cond iciones iniciales tom am os

d x
I(0) = 7t =  - * * » 'a t  t=0

la so lu ción  particular correspondiente d e la  ecu ación (56) es

x ( í)  =  i 0 c h / ? í - 7 j/0 s h ^ . (57)

d onde (3 =  Vbc, y  =  A nálogam ente resulta

y (í)  =  y0 c h / 3 f -  ^  sh (3t. (58)

En la figura 13 se  representan los gráficos d e  las soluciones (57) y  (58) 

para K >  0  (es decir, cuando byl >  ex] ó  cu and o yy0 >  x0).

X y

*0 V

Vo

di.* / L

\ x ( t )

iKO
“A/ 0

O í
R g. 13

m
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11. M odelos de operaciones militares

En conclusión, para qu e la parte y  venza no e s  im prescindible 

qu e e l núm ero y0 sea su p erior al nú m ero x 0 . S e  requiere só lo  el 

cum plim iento d e  la desigualdad yy 0 >  x„.

Sistemas diferenciales tipo (B). M odelo lineal

Las ecuaciones d inám icas que sim ulan las op eraciones m ilitares de 
d os partes en conflicto, pu eden resolverse fácilm ente si, com o en el 

caso anterior, se  ignoran las pérdidas no relacionadas d irectam ente 
con las op eraciones m ilitares y ninguna d e las p artes recibe refuerzos. 

Bajo ta les restricciones e l sistem a diferencial tip o (B) ad q u iere  la 
apariencia

d x  dv

T t =  ~ y x y ■ Tt =  ~ b x y  (59)

D ividiendo la segunda ecuación d el sistem a (59) p o r la prim era,

obtenem os la ecuación

d y  _  h  

d x  g '

cuya integración n os da

9  (y (t)  -  y „ )  =  h  (x (t)  -  x 0) . (60)

La dependencia lineal expresada e n  (60) aclara p or q u é  el sistem a no

lineal (59) corresponde a un  m od elo  lineal d e com bate. Escribam os 
la igualdad (60) en la forma

g y  -  h x  =  L , (61)
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

dond e L  =  gy0 -  h x 0 . De aquí, en  particular, se deduce que si L  >  0, 

e l resultado de las operaciones m ilitares es el triunfo d e la parte y. 
En cam bio, si L  <  0  e l vencedor será la  parte x.

En la figura 14 se  ilustra la dependencia funcional lineal (61) para 

d iferentes valores de L .

Exam inem os con  m ás detalle la situación en qu e hay u n vencedor. 
Su pongam os qu e vence la parte y . C om o ya sabem os, debe cum plirse 
la  desigualdad gy0 -  h x 0 >  0, es  decir,

0o >  5
*o  9 '

V aliéndonos de las fórm ulas (49), podem os escribir la condición de 

v ictoria d e la parte y  d e  la m anera siguiente:
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I 11. Modelos de operaciones militares

De aqu í se  deduce que la estrategia d e  las fuerzas y  consiste e n  hacer 

m áxim a la relación —  y m ínim a la relación —- .  D esde un punto de
*0  y

vista práctico es m ejor escribir la desigualdad (62) en la  forma 

A, xo r , A' t '

pues así se  ve que los productos Avy0 y A xx Q son, en  cierto  sentido, 
m agnitudes críticas.

Señalem os finalm ente que utilizando la igualdad (61) no es difícil 
obtener a  partir del sistem a (59) las fórm ulas qu e m uestran cóm o 
varían las fuerzas d e  am bas partes con  el tiem po.

S is t e m a s  d i f e r e n c i a l e s  t i p o  (C ). M o d e lo  p a r a b ó l i c o

En el m odelo (C), fuerzas guerrilleras se  oponen a unidades regulares. 
Igual que en los m odelos anteriores, sim plifiquem os la situación 
asum iendo qu e ninguna d e las partes obtiene refuerzos y las bajas 
están directam ente relacionadas con  las operaciones m ilitares. En este 
caso tenem os e l sistem a diferencial

d x  dy
-  =  - g x y .  -  =  - c x ,  (63)

donde x (t) e  y(t) son las fuerzas num éricas guerrilleras y del 
ejército regular, respectivam ente. D ividiendo la segunda ecu ación del 
sistem a (63) por la  prim era, llegam os la ecu ación diferencial
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

Integrando en los lím ites correspondientes, obtenem os

g y 2(t) =  2  cx{t) +  M ,  (64)

donde M  =  gy^it) -  2cx0. Vemos pues qu e el sistem a diferencial (63) 

corresponde a  un m odelo parabólico de desarrollo d e  las operaciones 
m ilitares. Si M  < 0 ,  vence la guerrilla, pero si M  >  0 , entonces el 

vencedor es la  fuerza regular.

En la figura 15 se  representan esquem áticam ente las parábolas deter­

m inadas por la ecuación (64) para distintos valores d e  M . La expe­
riencia m uestra qu e las tropas regulares pueden infligir una derrota

a  la  guerrilla sólo en e l caso, cuando la razón —  es considerable-
x o

m ente superior a la unidad. Basándonos en e l m odelo parabólico de 

desarrollo d e  las operaciones m ilitares y  tom ando e n  consideración 

la condición M  >  0, podem os inferir que la victoria d e las unidades 

regulares queda garantizada con  el cum plim iento d e  la desigualdad

62
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12. ¿Por qué los relojes de péndulo no son exactos?

Teniendo en cuenta b s  fórm ulas (48) y (49), esta desigualdad  toma 
la forma

(i) >  2 r , A,P ,  1
r ,  A r ,  * o

12. ¿Por qué los relo jes de péndulo 
no son exactos?

Para responder a  la interrogante form ulada, exam inem os e l m odelo 
idealizado d e un reloj de péndulo form ado por una varilla d e lon­
gitud l  y una pesa d e  m asa m  en  su  extrem o. La m asa d e la 
varilla se  considera despreciable en com paración con  la d e la  pesa 
(fig. 16). Si la pesa se desvía d e m odo que 
la varilla form e un ángulo a  con  la vertical 
y luego se  suelta, entonces, segú n la ley de 
conservación de la  energía,

m v
~~2~ =  co s  ̂ “  * co s Q)' (65)

donde v  es  la velocidad d e la pesa, y  g  es 
la  aceleración d e la gravedad.

Si tenem os en cuenta únicam ente las oscilaciones pequeñas respec­
to a  la posición d e equilibrio, p odem os consid erar qu e la lon gitud  8

m
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C apitu lo  1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

d el arco que describe la pesa cu and o se  desvía en un ángulo peque­
ño 0  satisface la relación s  =  10. S iendo así,

d s  dd

v =  T t = l ü '

y d e la fórm ula (65) llegam os a la ecuación diferencial

g(cos 6  -  eos a ) .  (66)
m -

Puesto que 0  decrece con  e l aum ento de t (para valores pequeños 
d e t), la ecuación (66) pu ede escribirse en la forma

d0
dt =  -

2g  v 'co sfl -  eos Q 

Si T  es  el período d e las oscilaciones del péndulo, entonces

i—  o
T  l f  d0

o  bien

4  \  2g J  V c o s0 ^ ~ c o sa '

- f u
d0

2g  J  v  eos 0 -  eos a
o

(67)

C om o se  advierte en la últim a fórm ula, e l período d e  las oscilaciones 
d el péndulo depende del ángu lo  a .  Este hecho es la causa principal 
por la qu e e l relo j d e péndulo no es exacto, pues, en  la práctica, cada 
vez que la pesa alcanza la posición extrem a el ángulo es diferente d e a .

m
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12. ¿Por qué los relojes de péndulo no son exactos?

La fórmula (67) se puede reescribir en  una forma más simple. 
En efecto, ya que

■> 9 2 Q
eos $  — 1 — 2 sen - ,  eos a  =  1 -  2 sen" —,

entonces

1 o y  sen- -  -  sen2 -  o J  k 2 -  sen- -

donde k  =  sen —.

Cam biem os ahora la variable 9  por la variable <p haciendo 
0

sen -  =  k  sen  ip. De la últim a igualdad se deduce que cuando 0

crece desde 0 hasta a ,  la variable <p crece d e 0 a  —; adem ás, tiene 

lugar la igualdad

l 9
-  eos -  d9 =  k  e o s  <p d<p,

o bien

2 j k 2 -  sen2 r2k  eo s  tp dtp V  2 J
d9 = ---------- -—  =  —- = = = = =  dtp.

cos e_  \/\ -  k 2 sen2 p

En virtud d e  la última expresión podem os transform ar la fórmula (68)
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

La función

F ( k ,  V) =  J d<p

o
\/\ -  k 2 sen2 ip

se  llam a integral elíptica d e prim era especie. Las integrales elípticas 
d e segunda especie  tienen la forma

En vista d e qu e las integrales elípticas no se  pueden calcular por 
m edio d e funciones elem entales, utilizarem os otro enfoque, e l cual 
será considerado cuand o estudiem os los sistem as conservativos en 
la m ecánica. A quí sólo señalarem os que el punto d e partida en el 
análisis p osterior será la ecuación diferencial

la cu al se  obtiene d e  la  ecuación (66) derivando respecto a t.

En e l problem a anterior hem os establecido que e l relo j de péndulo 
sim ple (circular) no puede funcionar con  precisión. Por eso  surge 
una pregunta natural: ¿existe algún otro péndu lo cu yo tiem po de 
oscilación no dependa d e la  am plitud? Por prim era vez este problema 
fue planteado y resuelto en el sig lo XVII. M ás adelante presentarem os

13. Reloj cicloidal

66
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13. Reloj ciclo idal

la so lu ción , p ero  p o r aho ra  n o s o cu p arem o s d e  la  d ed u cció n  de 
la ecu ación  d e una cu rv a  extraord in aria , a  la  q u e  G a lileo  d enom inó 
cic lo ide  (d e  la  palabra g rieg a  c ic lo ides , q u e  significa  circu lar, red on d o ).

La cic lo id e  e s  una cu rv a  plana q u e  rep resen ta la  trayectoria  descrita  
por un  p u nto  d e  la  circu nferencia  d e u n  círcu lo  (llam ad o  circu lo  g en e ­
rador) q u e  rueda sin  
deslizam iento  sobre 
una recta.

Su pongam os q u e  la 
recta sobre la  cual 

rueda e l  círcu lo  es 
e l e je  d e abscisas 
(fig. 17) y  q u e  e l ra - Fl9 - 17
d io d e l círcu lo  g en e­

rador e s  igual a  r .  A su m am os q u e  e l p u nto  q u e  d escrib e  la  ciclo ide
está s itu ad o  ¡n icia lm en te  e n  e l o rig en  d e  co o rd en a d a s, y  q u e  ocupa
la p osición  M  cu and o e l círcu lo  g ira  e n  u n  án g u lo  0 .  E ntonces, 
partiend o d e  la  co n stru cción  g eom étrica , ob tenem os

x  =  O S  =  O P  -  S P ,  

y  =  M S  =  C P  — C N ;

pero

O P  =  M P  =  r e ,  S P  =  M N  = r s e n 0 ,

C P  =  r ,  C N  =  r  e o s  0,

por co n sig u ien te , las ecu acion es p aram étricas d e  la cic lo id e  son

x  =  r(0  -  se n  0), y  =  r ( l  -  e o s  0). (69)
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Capítulo  1. Construcción y  solución de m odelos diferenciales

S i exclu im os e l p arám etro  6  d e  las ecu aciones (69), en to n ces la 

ecu ación  d e  la cic lo id e  tom a la form a sigu ien te en e l sistem a de 

co o rd en ad as rectan gulares O x y :

x  =  r  árceos “  \/2r y  -  y2.

D el p ro ced im iento  d e  constru cción  d e la cic lo id e  s e  d ed u ce qu e ésta 
d ebe estar form ada p o r  arcos congru entes, cad a  uno d e  los cu ales 

corresp on d e a  una revolución com pleta d el círcu lo  g en erad o r4*. Cada 
arco  se  u n e  co n  su v ecin o  e n  e l p u n to  d on d e poseen una tangente 

v ertica l com ú n. E stos p u ntos, co nocid os co m o puntos d e retroceso  
d e la cic lo id e , corresp on d en  a  las po siciones m ás bajas del punto 

q u e  d escrib e la  ciclo ide . Las p osiciones m ás a ltas d e  este  punto se 
en cu en tran  e n  e l m edio  en tre  los pu ntos de retroceso y s e  denom inan 

vértices  d e  la  cic lo id e ; e l segm ento  d e recta q u e  u n e  cada p ar de 

pu ntos d e retro ceso  vecinos, y cu ya longitud  e s  igual a 2?rr, se  conoce 

co n  e l no m bre d e b a se  d e l  a rco  d e  la cicloide.

L a cic lo id e  tiene las p ro p ied ad es siguientes:

a ) e l  á rea  lim itada  p o r  un a rco  d e  la  cic lo ide y  la  ba se  d e Esc a rco  es 
igual a l  trip le d e l á rea  d e l  circu lo g en erad or  (teorem a d e  G alileo);

b ) la  longitud d e  un a rco  d e la  ciclo ide es igual a l  cu ádru ple del 
d iám etro  d el círcu lo g en erad or  (teorem a d e W ren).

El ú ltim o resu ltado e s  inesp erad o: in clu so  para ca lcu lar la longitud de 
una cu rv a  tan sim p le com o la circu nferen cia , fu e  n ecesario  in troducir

41 E n  e l  l ib r o  d e  G .  N .  B e r m a n  " C ic l o id e s ” , M o s c ú ,  1 9 8 0  (e n  r u s o ) ,  p o r  c i t a r  u n  e je m p lo ,

s e  p u e d e n  h a l la r  m a t e r ia l e s  m u y  in te r e s a n te s  s o b r e  la  c i c lo id e  y  o t r a s  c u r v a s  a f ín e s

a  e lla .
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13. Reloj cicloidal

el núm ero irracional tt,  que no es tan fácil d e calcular, m ientras que 

la longitud de un arco d e cicloide se  expresa ¡m ediante un núm ero 
entero d e radios (diám etros)! La cicloide posee tam bién m uchas otras 
propiedades interesantes que tienen una im portancia esp ecial en  la 
física y e n  las aplicaciones técnicas. En particular, los perfiles d e los 

dientes de algunos piñones, la configuración d e m uchos tipos de 
excéntricas, levas y otras piezas d e m áquinas tienen precisam ente 

forma d e cicloide.

Remitámonos al problem a cuya solución perm itió al científico ho­

landés C . H uygens construir en 1673 un  relo j exacto . El problem a 
consiste en constru ir en un  plano vertical una cu rva tal que un 
punto m aterial pesado que se  encuentra en reposo en el instante 

inicial t =  t0 ba je  por ella hasta cierto horizonte fijo en un  tiem po 
que no depende de la posición inicial del punto en d icha curva. 
Com o dem ostró Huygens, esta curva isócrona (del griego iso  — igual 
y chorros — tiem po) o tautocrona e s  la  cicloide.

La solución de este problem a se  puede obtener procediendo de la 
m anera siguiente. Supongam os que en el borde superior d e una ta­

bla colocada ver­

ticalm ente se  la­
bra una concavi­
dad alargada en 

forma d e  cicloide Fig. 18
(fig. 18). Sin  tomar
en consideración e l rozam iento d e la m adera, tratem os d e determ inar 
el tiem po durante el cu al una bola m etálica rodará desde el punto M  

hasta el punto más bajo K .

Sean x 0,y 0 las coordenadas d e  la  posición inicial d e la  bo la  (del 
punto M )  y  0O, el valor correspondiente del parám etro. Cuando
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C apitu lo  1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

la  bo la  rueda d esde la p osición  M  hasta cierta posición N {0), la  d is­

tancia vertical recorrida es h .  En virtud de la segu nda ecu ación  (69) 
tenem os:

h  =  y  - y Q =  r(\ -  co s  0) -  r ( l  -  co s B0) =  r (c o s  00 -  co s 0).

S e  sabe q u e  la velocidad  d e  caíd a d e un  cu erp o es

d on d e g  e s  la aceleración  d e  la graved ad. Su stituyendo en esta 
fórm ula la exp resión  d e  h  an tes obtenida, hallam os

P or otra  parte, co m o  la velocidad  es la derivada del cam in o recorrido s  
respecto al tiem p o T ,  hallam os

y /2 g r {co s 0O -  co s 6)

In tegrand o esta ecu ación  d entro  d e los lím ites correspondientes, 
obtenem os

v  =  y / lg h ,

ds

Para la ciclo ide , d s  =  2 r s e n - d 0 .  Por tanto, la  últim a ecuación 

diferencial tom a la forma

d T  =
2r  sen -  dO
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13. Reloj cicloidal

t

\/2g r (c o s 0o - c o s 0)

En resum en, e l tiem p o T  qu e d em ora la bo la  e n  rodar d e  la 

posición M  a la posición K  es

En esta fórm ula se  pu ede ver que el p eríod o T  no d ep end e d e  0 O, es 

decir, no d ep end e d e la posición inicial M  d e  la  bo la  y, p o r tan to , po­

dem os asegu rar que d o s b o las q u e  han com en zado sim ultáneam ente 

a  rodar por la  concavid ad  d esde d o s pu ntos d iferen tes M  y  N , 
llegarán al punto K  a l m ism o tiem po.

Puesto que convenim os despreciar e l rozam ien to , d esp u és d e  llegar 

al punto K  la bola continuará su m ovim ien to  p o r inercia, y  al cabo 

del intervalo d e tiem po indicado en la últim a fórm ula alcanzará un 

punto A i, situ ad o a  la m ism a altu ra q u e  e l punto A i. Luego la bola 

realiza tod o el recorrido d e regreso, co m p letand o así e l m ovim iento  

del denom inado pén du lo  c ic lo id al co n  p eríod o d e  oscilació n

Una propiedad d istin tiva d el péndulo cicloidal e n  com p aración  con  

e l pén d u lo  sim ple (circular) co nsiste e n  qu e el p eríod o d e su s 

oscilaciones no d ep end e d e la am plitud.

(70)
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www.FreeLibros.me



C apítulo  1. Construcción y  solución de m odelos diferenciales

V eam os có m o  se  pu ede ob lig ar a  un  p én du lo  circu lar sim ple a m overse 

d e m anera isócrona sin  recurrir a  la constru cción anterior, ni a  otros 
d isp ositivos sem ejantes con  m ucho rozam iento. Para lograr nuestro 
com etido es su ficien te fabricar una plantilla (p or ejem p lo, d e  m adera) 

form ada p o r d os sem inarios d e  cicloide 
iguales con un punto d e retroceso com ún 

(fig. 19). La p lantilla  se  fija verticalm ente 
y e n  e l punto d e retroceso O  se  suspende 

una bola d e un  h ilo  cu ya longitud es 
igual al d o b le  del d iám etro  d el círculo 

F|9 - 19 generad or d e la  cicloide.

S i ahora d esv iam os la bo la  d e la vertical hasta un  p u nto  arb itra­

rio  M  y la  so ltam os, en to n ces la bo la  com enzará a  oscilar con  un 
períod o q u e  n o  d ep end e d e la e lección  del p u nto  M . Incluso si la 
am plitud  d e  las oscilaciones d ism inu ye bajo  la acción  d e l rozam iento 

y d e  la resistencia del aire, ¡el tiem po d e oscilación del péndulo 
perm anecerá invariable! El m ovim iento  de 

un  p én du lo c ircu lar que s e  m ueve p o r un 
arco  d e circunferencia es aproxim adam ente 
isócron o  para am p litu d es p equeñas, cuando 

el arco  d e circu nferencia es casi igual al arco 
d e la cicloide.

A  m odo d e e jem p lo , exam inem os las oscila­

cion es pequeñas d e  un  péndu lo p or un arco 
d e  ciclo ide A B  (fig. 20). S i las oscilaciones Fig. 20

so n  m uy p eq u eñ as, la influencia d e la  p lan­
tilla prácticam ente no se  sien te  y  e l péndu lo oscila casi co m o  un 
pén d u lo  c ircu lar sim p le co n  un h ilo  d e longitud 4 r .  La trayecto­

ria A B  del p én du lo  ciclo idal e s  m uy sim ilar a  la trayectoria C E  
d e un p én du lo c ircu lar con  un h ilo  d e longitud l  =  4 r .  Por eso  el
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14. Problema de la braquistocrona

período d e las oscilaciones pequeñas del p én du lo c ircu lar co n  hilo 

de longitud / =  4 r  es casi igual al período d e  las oscilaciones del 

péndu lo cicloidal.

S i ahora en la fórm ula (70) hacem os r  =  e l  p eríod o d e las
4

oscilaciones pequeñas del péndu lo circu lar se  p uede exp resar en 

función de la longitud l  d e  su  hilo:

Para concluir, d estaquem os q u e  la ciclo ide e s  la única cu rva q u e  se 

caracteriza p o r e l hecho d e que u n  punto m aterial p esado q u e  se 
m ueva a lo largo d e ella realizará oscilacio nes isócronas.

14. Problema de la braquistocrona

El problem a d e  la braquistocrona (del grieg o  brachistos  — m ás corto, 

y chronos  — tiem po), o  d e la  cu rva del d escenso m ás rápido, fue 
planteado por prim era vez por e l m atem ático  su izo  1. B ernoulli en  

1696 y  consistía  en lo  siguiente.

En un plano vertical se tom an dos 
puntos A y D (fig. 21) no pertene­
cientes a  una m ism a vertical. S e  p i­

d e d eterm inar entre tod as las curvas 

qu e pasan p o r A y  B  aquélla con  la 
propiedad d e  qu e u n  punto m aterial

m
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Capítulo 1. Construcción y  solución de  modelos diferenciales

som etido a la acción  d e la  fuerza d e gravedad em plee e l m enor 
tiem po posible e n  rodar desde e l punto A hasta e l punto B .

Los m ejores m atem áticos d e  d istintas épocas intentaron resolver este 

problem a, y fue resuelto tanto p o r e l propio I. Bem oulli com o por 
G . W. Leibniz, I. N ew ton, G . L'H ospital y  J. Bem oulli. Su  fama se  debe 
principalm ente a que, adem ás de la  im portancia d e su solución desde 

el punto d e vista d e las ciencias naturales, sirvió d e  inspiración para 
la creación de un  cam po com pletam ente nu evo d e  las matem áticas, 

el cálcu lo d e  variaciones o  cálcu lo variacional.

La solución d el problem a de la  braquistocrona se  puede asociar con 
la solución d e otro problem a qu e surge en la óptica. En la figura 22 se 

representa esquem áticam ente un  rayo d e luz que parte del punto A 
e  incide e n  e l punto P  con  una velocidad v , ,  y luego atraviesa 
un m edio m ás d enso desde e l punto P  hasta e l punto B  con  una 
velocidad m enor v2. El tiem po total T  qu e necesita e l rayo de luz 

para llegar desde e l punto A  hasta e l punto B  se halla d e la igualdad

Si suponem os que el rayo d e  luz re­
corre e l cam ino indicado en el m enor 

tiem po posible T ,  entonces

F i g .  2 2

Por consiguiente,

c  -  x

v , V a1 +  x 2 v2y /ti2 +  ( c -  x )2'

m
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14. Problema de  la braquistocrona

o  bien
sen a ,  _  sen  a ,

V] ~  v2

La última igualdad expresa la conocida ley d e refracción d e  Snell, 
cuya forma inicial obtenida experim entalm ente es

sen a ,
   =  a,
sen a 2

donde a  =  const.

La suposición acerca d e qu e e l rayo d e luz pasa d el punto A  al 
punto B  en  un tiem po m ínim o se con oce com o princip io  d e Fennat 
d el tiem po mínim o. La im portancia d e este princip io radica no sólo 
en que proporciona un fundam ento racional para d edu cir la  ley 
d e  Snell, sino tam bién en qu e, en  

particular, se  puede em plear para 
hallar la trayectoria (en general, no 
rectilínea) de un rayo d e  luz que 
atraviesa un m edio de densidad 

variable.

Veamos, por ejem p lo, e l m edio es- p¡g 23
tratificado representado en la fi­
gura 23. En cada estrato por separado, la velocidad d e  la luz es 
constante, y decrece al pasar d e una capa superior a la subyacente. 

A l pasar d e  una capa a otra, el rayo incidente se  refracta, tendiendo 
cada vez más a  la d irección vertical. A plicando la ley d e Snell a las 
fronteras entre las capas, obtenem os

s e n a ,  s e n a ,  s e n a 3 s e n a 4 

v, “  v2 "  t>3 “
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Capitulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

Ahora supongam os que los espesores de las capas dism inuyen ilim i­

tadam ente y que el núm ero d e  capas crece ilimitadamente. Entonces 
e n  lím ite la velocidad d e la luz decrece con­

tinuam ente, por lo que podem os escribir 
(fig-24)

sen q
=  a, (71)

donde a  =  const. Una situación semejante 
se  observa (con las salvedades debidas) 

en e l caso  d e un rayo de luz solar que 
incide sobre la Tierra: la velocidad del 

rayo dism inuye a  m edida que aum enta la 
densidad de la atmósfera.

Regresando al problem a d e  la braquistocrona, introduzcam os un 

sistema de coordenadas en un plano vertical (fig. 25) e  imaginemos 
qu e una bola es capaz de elegir (com o A 
un rayo d e luz) una trayectoria de 
descenso desde el punto A hasta el 
punto D de tal manera qu e el tiem po 
d e descenso sea m ínim o. Entonces, 

com o se  infiere de los razonam ientos 
anteriores, es válida la fórmula (71).

F ig . 25
Partiendo d e la  ley  d e  conservación 
d e la energía, concluim os qu e la ve­
locidad alcanzada por la bola en un

nivel prefijado, depende sólo de la pérdida de energía potencial al 
alcanzar este nivel y no depende de la forma de la trayectoria de 

m ovimiento. Esto significa que v =  > flg y .
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14. Problema de la braquistocrona

Por otro lado, las construcciones geom étricas m uestran que 

1 1 1
sen q  =  eos (3 =

sec/J y/\ + tg2 p  v7'  +(V')2 

Sustituyendo en (71) las expresiones halladas de sen a y  v, obtenem os 

J/[l +  (y ')2] = C .  (72)

La ecuación (72) es la ecuación diferencial de la braquistocrona. 
Mostremos ahora que la única curva braquistocrona es la cicloide. 

Efectivamente, separando variables en la ecuación (72) (recordem os 
dy

que y =  — ), llegamos a la ecuación de variables separadas
d i

d x  = ( - ? - )  ' dy.

Introduzcamos una nueva variable <p mediante el cam bio de variable

1 /2

C - y

Entonces

\
1 = t g¥>-

y  =  C  sen2 y , d y  =  2 C  sen <p eos y? d<p,

dx =  tg <p d y  =  2C  sen2 ipdip =  C (1 -  eos 2<p) dy?.

La integración de la última ecuación conduce a  la solución

* =  y (2 y ? -s e n 2 y > ) +  C ,,

77
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

donde, en virtud de las condiciones iniciales, x  =  y  =  0 para y? =  0 
y C , =  0.

Así,

C
*  =  ~(2<p -  sen 2<p),

2 C  y =  C sen =  —{1 -  eos 2<p).

C‘
Haciendo — =  r ,  2ip =  0, llegam os a las ecuaciones paramétricas

estándares (69) d e  la  cicloide. ¡La cicloide es una curva asombrosa: 
no sólo es isócrona, sino, también, braquistocrona!

15. Media aritmética, 
media geométrica 

y ecuaciones diferenciales

Estudiem os un problema curioso, resuelto por primera vez por el 
científico alem án C. F. Gauss.

Sean m 0 y  nQ d os núm eros positivos arbitrarios (m 0 >  n0). Escriba­
m os la m edia aritm ética m , y la media geom étrica n , d e m 0 y n0 :

m0 + tIq------------ ------
m , — -  , « j  — \ /m 0n0.

Escribam os ahora las m edias aritmética v geom étrica de m , y n ,:
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15. Media aritmética, media geométrica y  ecuaciones diferenciales

Continuando este proceso obtenem os d os sucesiones numéri- 
cas j m t ¡ ,  { n fc}  (k  =  0, 1, 2, . . . )  convergentes, como se  demuestra 

fácilmente. Surge la pregunta siguiente: ¿a qué es igual la diferencia 
entre los lím ites d e estas sucesiones?

Expongamos una solución elegante de este problem a, perteneciente 
al matemático alemán C. W. Borchardt y que está relacionada con la 

construcción de una ecuación diferencial d e segundo orden. Sea a 
la diferencia buscada. No es difícil concluir que a  depende de 
m 0 e y0. Sim bólicam ente dicha dependencia se expresa escribiendo 

a  =  /(m 0,n 0), donde / es cierta función. Por la forma en que 
definim os el número a  vem os que también a  =  / (r a ^ n ,) .  Ahora, si 
multiplicamos m 0 y n 0 por un mismo núm ero k ,  entonces cada uno 
de los números m ,, n , ,  m 2, n2, . . . ,  incluido a ,  tam bién tendrán como 
factor al núm ero fc. Esto significa que a  es  una función homogénea 

de primer grado respecto a m Q y  n 0; por consiguiente,

y denotando
1

7 con y>

(73)
m , 1 +  x

Ya que i ,  está relacionado con  x  por m edio de la ecuación
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C ap itu lo  1. Construcción y  solución de m odelos diferenciales

en to n ces

d x ¡  _  1 - x  _  ( x ,  - x * ) ( l  +  x )z

d x  ( l + x ) 2v/5 2( x  -  x 3)

D eriv and o la ecu ació n  (73) resp ecto  a x  llegam os a  que

d y  _  2 2 d y x d x x

d x  ( 1 + x )2^1 1 + x d x ,  dx

dx .
Su stitu y en d o  a q u í la  d eriv ad a ——  p o r su  v a lo r d e la  igualdad  ( * )  

y  sim p lifican d o  e l d en o m in ad o r x  -  x 3, obtenem os

D eriv an d o  am bos m iem bros d e  esta igualdad  resp ecto  a x ,  hallam os

¿(i

D esp u és d e  a lg u n as transform acion es algebraicas la ú ltim a ecu ación  

tom a la form a

Si e n  la  ecu ación  recién  ob ten id a  su stitu im o s x  p o r x , ,  en to n ces x ,  
pasa a ser x 2 . S i luego su stitu im os x ,  p o r x 2,  en to n ces x 2 pasa
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15. Media aritmética, media geométrica y ecuaciones diferenciales

a ser x 3, etcétera. Por esto, haciendo 

llegamos a la igualdad

y ] ~ x   ̂~ *̂2 1 ~ x n ./  \
Ü W  ( 1  +  X ) /X  ( 1  +  X j y / z ;  ( 1  +  X2)y/X ¡  '  "  ( 1  +  X jy /3 %  {yn + l ) '

Si ahora hacemos que n  tienda a oo, entonces 1 -  x n tenderá a 0 
y obtendrem os que

o* (y) =  0.

Esta igualdad significa que y satisface la ecuación diferencial

( * - x 3) ^ + ( 1 _ 3i j ) £ - x s  =  ° .  (74)

Teniendo presente que

«  =  / K n , ) = ^ .

podem os hallar e l valor d el núm ero a .  En efecto, com o y debe ser 
una solución constante de la ecuación (74), su único valor posible 
es y =  0 . De esta m anera, la diferencia de los lím ites de las sucesiones 

{ m fc} Y { n * }  es a o.

Adem ás de que nos perm itió resolver e l problem a inicial, la ecuación 
diferencial (74) representa gran interés por su relación directa con la 

solución del problema del período de las oscilaciones pequeñas del 
péndulo circular.
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C apitu lo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

C om o h em os visto, e l período d e las oscilaciones pequeñas del 
pén d u lo  circu lar se  halla por m edio d e la fórm ula

dond e

x /2

t e ) -
dip

y/\  -  k 2 sen 2 ip

Pues b ien , resulta qu e si 0  ^  k  <  1, entonces

x/ 2

o

dond e

f  dV  » [  y l ! - 3 i - 5 i . . . ( 2 » - l ) ¡  J

J \/l -  k2 sen2 ip 2 L  ¿ í  2* - 4* - 6* . . .  (2n)- J '

00 l 2 • 3 2 • 5 2 . . .  (2n -  l )2 2n
X

E l  • O D
" 72^  2 2 • 4 2 • 62 . . .  (2n )2 

e s  la so lu ció n  d e la ecu ación diferencial (74).

16. Vuelo parabólico

Un cu erp o es lanzado co n  una velocidad in icial vQ form ando un 

ángu lo  a  con  e l horizonte. D espreciando e l rozam iento d el aire, 
d ed u cir la  ecu ación  d e  m ovim iento  d el cuerpo.
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16. Vuelo parabólico

Elijam os los e jes d e coor­
denadas com o se  ilustra en 

la figura 26. S i denotam os 
la m asa del cu erp o con  la 

letra m ,  entonces la única 
fuerza qu e actúa en todo 
instante sobre e l cu erp o es

F i g .  2 6

su propio peso P  =  m g , independientem ente de la posición M  qu e 
el cu erp o ocupe d urante e l m ovim iento. P or eso , en  virtud d e la 

segunda ley d e N ew ton, las ecu aciones d iferenciales d e l m ovim iento 
del cuerpo en las proyecciones so bre los e je s  coord enad os x  e  y  son

drx

m ^ = ° -
<¡2y

=  - m g .

Sim plificando m  obtenem os

d2x

d P  "  ' —  =  ~8 dt2 *
(75)

con las condiciones iniciales

x  =  0, 

d x- =  t ic o s a ,
y  =  0, 

dy  

dt

para t =  0. (76)
=  t/n sen  ct

Integrando las ecu aciones (75) y tom ando e n  consideración las 
condiciones iniciales (76), llegam os a  las ecu aciones d el m ovim iento 

d el cuerpo:

x  =  (v0 eos a )  t,

g t
y =  {v0 s e n a ) t -  — .

(77)
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

A partir d e  las ecuaciones (77) se  pueden sacar varias conclusiones 
sobre e l m ovim iento d el cuerpo lanzado. Por ejem plo, es posible 
responder a las preguntas siguientes: ¿cuánto tiem po transcurre 
desde e l instante en que fue lanzado e l cuerpo hasta qu e llegó 
a  tierra? ¿a qué distancia d el punto de lanzamiento cae e l cuerpo? 
¿cuál es la altura máxima qu e alcanza? ¿cuál es la trayectoria del 
m ovim iento?

A la prim era pregunta se  puede responder hallando el valor d e  t 
para e l cu al y  =  0 . H aciendo y  =  0  en  la segunda ecuación (77), 
resulta

t ( v 0 s e n a  -  =  0,

2v sen a
e s  decir, bien t =  0 , bien t =  — --------- . El segundo valor d a la

8
respuesta a  la prim era pregunta.

Para responder a la segunda pregunta, calculem os e l valor de x
2v sen ct

correspondiente al tiem po total t =  — ----------  d el movimiento.
8

Sustituyendo este valor en la  primera ecuación de (77) obtenemos 
qu e la distancia por la horizontal está dada por la fórmula

(v0 eos a ) (2v0 sen a )  _  v20 sen 2a  

8  8

D e la últim a igualdad se deduce, en particular, qu e el desplazam iento 
v2

horizontal m áxim o —  se logra cuando a  =  45°.
S

La respuesta a  la  tercera pregunta se  obtiene inm ediatam ente si 
indicam os la condición para qu e y  alcance e l m áximo. Com o se  sabe,
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e l valor m áxim o d e  y  se  a lcanza en e l p u n to  t  d o n d e  la d eriv ad a  se  
dy

anula, es decir, d on d e —  =  0 . T enien do en cu en ta  que 

dy
—  =  - g t  +  v0 sen  a ,

llegam os a  la  iguald ad  — g t  +  v0 sen  a  =  0,  d e  d on d e 

t _  «o s e n a

g

Su stitu y end o ahora e l v a lor o b ten id o  d e t  e n  la  segu nd a igualdad  
de (77), hallam os q u e  la altu ra m áxim a es

sen2 a  

2*

La respuesta a  la cu arta  pregunta ya se  ob tu v o  arriba. D e hecho , 
la trayectoria d e! m ovim ien to  e s  una p aráb ola , p u esto  que las 
ecu aciones (77) son  las ecu aciones p aram étricas d e  u n a p aráb ola . En 
coord enad as cartesian as tenem os

g x 2 2 y  =  x  tg  a  -  sec  a .

17. Ingravidez o gravedad cero

El estad o  d e ing rav id ez  se  p u ed e log rar d e d iferen tes m aneras, 
au nqu e casi siem p re se  asocia (con scien te  o  inconscien tem en te) con  
los co sm o nau tas flo tando e n  las cab in as d e las n av es có sm icas o  en 
e l interior d e  las estacio n es esp aciales.
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Capítulo  1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

C on e l fin de aclarar e l sentido físico d el fenóm eno d e la ingravi­

dez, analicem os el problem a siguiente. Una persona d e peso P  se 
encuentra e n  la  cabina de un ascensor que se  m ueve hacia abajo 

con  aceleración u> =  a g ,  donde g  es  la  aceleración d e la  gravedad 

y 0  <  a  <  1 . D eterm inar la presión qu e ejerce la persona sobre el 
fondo d e la  cabina, así com o la aceleración d el ascensor para la cual 

e l valor d e d icha presión es igual a  cero.

En e l interior del ascensor, sobre la persona actúan dos fuerzas 
(fig. 27): su propio peso P  y la fuerza Q de reacción d el fondo de 

la cabina, la cu al es igual en m agnitud a la presión qu e la persona 
q  e jerce sobre el fondo d e la  cabina. La ecuación diferencial 

del m ovim iento de la  persona es

d2x
m ^ ¡ 2 = p - Q  <78)

Por cuanto =  u  =  a g  y  m  =  — , a  partir de la 

t-r ecuación (78) se  deduce 

F i9-27 2

Q  =  P  -  m  ^  =  P (1  -  a ) .  (79)
a l­

lo m a n d o  en  consideración que 0  <  a  <  1 , concluim os qu e Q <  P .  
A sí pues, la  presión qu e ejerce la  persona sobre el fondo d e la cabina 
d e un  ascensor que se  m ueve hacia aba jo  es

Q =  P (  1- a ) .

En e l  e n  qu e e l ascensor su be con  aceleración u  =  a g ,  donde 

0 <  a  <  1,  la presión d e la persona sobre el fondo de la  cabina es 

Q =  P ( l + a ) .
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17. Ingravidez o  gravedad cero

C alcu lem o s ah ora  la  ace leració n  d e l a sce n so r p ara  la  c u a l la  p erson a 

n o  e je rce  n in gu na presión  sobre e l fon d o  d e la  cab in a . Para e llo  es 

su ficien te  h a cer Q  =  0  e n  la  ig u a ld ad  (79 ). C o m o  resu lta d o  o b ten em o s 

q u e  ct =  1, e s  d ecir, la a ce le ra c ió n  d e l a sce n so r d e b e  s e r  ig u a l a  la 

aceleració n  d e la  g rav ed ad  p ara  q u e  Q =  0.

En o tra s  p a lab ras, si e l asce n so r ca e  lib rem en te  c o n  ace leració n  

igual a  la  ace leració n  g  d e  la g ra v ed a d , e l  p asa jero  n o  h a c e  p resión  a l­
guna so b re  el fo n d o  d e  la  cab in a . P rec isa m en te  e s te  e sta d o  se  d en o m i­

na es tad o  d e  ingrav idez  o  es tad o  d e  g ra v ed a d  cero .  E n  e s ta d o  d e  ing ra­

v id ez  n o  h a y  p resio n es m u tu as e n tre  las d iferen te s  p a rtes  d e l cu erp o  

hu m ano, y  e s to  p ro v oca  e n  la p erso n a  sen sa cio n es ex tra ñ a s. E n  e sta d o  
d e  in g rav id ez  to d o s lo s  p u n to s d e l cu e rp o  tien en  la m ism a ace leració n .

P or su p u esto , e l e sta d o  d e  in g rav id ez  p u e d e  te n e r lu g a r  n o  só lo  

d u ran te  la ca íd a  libre. V eam os e l e je m p lo  sig u ien te .

¿C on  q u é  v elocid ad  d e b e  g ira r u n a n a v e  có sm ica  a lre d e d o r d e  la 

Tierra p ara  q u e  una p erson a e n  su  in terio r s e  en cu e n tre  e n  e s ta d o  d e  

ingravid ez?

R esolvam os e l p ro b lem a su p o n ien d o  q u e  
la nav e có sm ica  s e  m u e v e  p o r u n a órbita  

circu lar d e ra d io  r  +  h ,  d o n d e  r  e s  el 

radio d e  la  T ierra  y  h ,  la  a ltu ra  d e vu elo  

d e  la  nav e so bre la  su p erfic ie  terrestre .

D el p ro b lem a a n te r io r s e  d e d u ce  q u e  en 
estad o  d e  in g rav id ez  la  p resió n  d e l a s ­

tron au ta so b re  e l fon d o  d e  la cab in a  d e  
la n av e y, p o r  co n sig u ien te , la  reacció n  Q  
d el fon d o  d e la cab in a  so n  ig u a les  a  c e ­

ro . A sí pu es, Q =  0 .  R ecu rram o s ah ora

8 7
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C apítu lo  1. C onstrucción y  so luc ión de m odelos d iferenciales

a  la  fig u ra  2 8 . E l e je  x  está  o rien tad o  a  lo  la rg o  d e  la  norm al 

p rin cip al n  a  la  tray ectoria  c ircu lar d e la  nave.

R eco rd em o s q u e  la ecu ación  d iferen cia l d el m ovim ien to  d e  un  p u n to  

m ateria l a  lo  largo d e  la  norm al p rin cip al es

—  -  n *» '
H  4 = 1

n
d o n d e  p  =  r  +  h ,  £  F kn =  F ,  y  la  fu erza F  está  o rien tad a a  lo  largo

4 = 1
d e  la n o rm al p rin cip al a  la tray ecto ria  d e l m ovim ien to . V aliéndonos 

d e  la  ecu ación  d e  m o v im ien to  ind icad a ob ten em os

m v 2 _  d2x

7 7 h = F  =  m M ¡'

o  b ien

d 2x

d t2 r  +  h

Su stitu y e n d o  (78 ), llegam os a  la iguald ad

=  P  - Q .  (80)
r  +  h

A q u í la  fu erza P  e s  igual a  la  fuerza F  d e  a tracció n  d e la  T ierra . A  su 
v e z , co n fo rm e a la  ley  d e  la g ra v ita c ió n  u n iv ersa l, F  e s  inversam ente 

p ro p o rcion a l a l cu a d ra d o  d e la  d istan cia  r  +  h  d esd e  la n av e hasta  e l 

c en tro  d e la T ierra , e s  decir,

8 8
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18. Leyes de Kep ler de l m ovim iento planetario

k m

~  i f + W '

d on d e m  es  la m asa d e la  nave, y  la  co n stan te  k  s e  d eterm ina 
p artiend o d e las co n sid eracion es sigu ientes. la su p erficie  d e  
la Tierra (para h  =  0 )  la fu erza d e a tracción  e s  F  =  m g .  E n ton ces d e  

la fórm ula ( * )  sigue q u e  k  =  g r 2 y, consigu ien tem en te,

P  =  F  =  ^
(r +  ft)2 '

d onde g  e s  la  aceleració n  d e la graved ad  e n  la su p erfic ie  d e  la  Tierra.

Su stitu yend o ahora  e l  valor ob ten id o  d e P  e n  la  fórm ula (80) y  te­
n iendo e n  cu enta q u e  Q  =  0 ,  co n clu im os q u e  la velocid ad  req u erid a 

p ara q u e  e l  co sm o nau ta  p erm an ezca  e n  estad o  d e  ing rav id ez  es

*= r\/-KV  r  +  h

18. Leyes de K ep ler  
del m ovim iento  planetario

C o nform e a  la ley d e  g rav itación  un iversal, d os  cu erpos d e  m asas  
m  y  M  sep arad os  a  una d istan cia  r  s e  a traen  m utuam en te con  una 
fu erza

<M>

d on d e  7  e s  la  constante d e  grav itación  universal.
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Capítulo 1. Construcción y  solución de m odelos diferenciales

A p oy ém on os e n  esta  ley para d escrib ir e l m ovim iento planetario. 

Su p on gam o s qu e m  e s  la m asa d e  un  planeta q u e  se  m ueve 

a lred ed o r d e l So l y  M  es la m asa d el So l. Para sim plificar e l m odelo 
no tend rem os en cu enta la influencia d e otros planetas.

In trod uzcam os un sistem a d e coord enad as cartesianas rectangulares 

O x y  (fig. 29) d e m od o qu e e l Sol se  encuentre e n  e l origen del 
sistem a. F igu rém onos que en e l instante t e l planeta s e  encuentra en 

e l p u nto  A d e  coord enad as variab les x , y . La com ponente en e l e je  x
d e la fuerza d e  atracción F  que 

actúa sobre e l planeta e s  igual a 
F  eos <p, y  la com ponente en el 

e je  y  es  igual a  F s e m p .  Por 
esto , em p leand o la fórm ula (81) 

y  e l segu nd o princip io de la d i­
nám ica, ob tenem os las ecuacio­

nes diferenciales d e  m ovim iento 

del planeta respecto a  los ejes 
coordenados:

7  mM
m it =  - F  eos <p = --------; —  eos <p,

7 7 7 1  A/
7M7/ =  - F  sen  <p = --------^—  560 'P-

(82)

(83)

y  x
Tom ando en consid eración  q u e  sen  <p =  -  y eos p  =  —, las ecuacio­

n es (82) y  (83) pu eden escribirse e n  la  forma

k x
y  =  —I T

ky

r3 ’

d on d e la constan te  k  =  7 M .

9 0
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18. Leyes d e  K ep le r d e l m ovim iento  p lanetario

F inalm en te, d a d o  q u e  r  =  y / x 2 +  y2, lle g a m o s a  las e cu a c io n e s  

d iferen cia les

k x  k y

í  =  - 7 ¡ - ¡ S 5'  V = (84)( x 2 +  y 2)  ( x 2 +  y 2)

N o s e  p ierd e  g en era lid ad  s i  su p o n em o s q u e  s e  cu m p le n  las c o n d i­

cion es sig u ien tes :

x  =  a , y  =  0, c,
cu a n d o  t =  0  . (85)

x  =  0,  y  =  v0

D e esta  form a, e l p ro b lem a s e  h a  re d u c id o  a l e s tu d io  d e la s  ecu a­

c ion es (84) co n  las co n d ic io n es in icia les (85 ). A n a liz a n d o  la s  e c u a ­

c ion es (84) se  co m p ren d e  q u e  e s  m á s  có m o d o  ca m b ia r  d e  co o rd e ­

n ad as rec tan g u lares a  p o la re s  m ed ian te  las fó rm u la s x  =  r e o s  y?, 

y  =  r  sen  tp. C o m o  resu lta d o  s e  ob tien e

x  =  f  e o s  p  -  ( r  se n  p)tp,
(86)

y  =  r  sen  <p -F ( r  e o s  y>)<p, 

it — f  e o s  ip -  2( f  se n  <p)<p — ( r  se n  ip)(p — ( r  e o s  <p)<p2, 

y  =  r  sen  p  +  2 { t  e o s  <p)<p +  ( r  e o s  p ) p  -  ( r  sen  p)tp2.

**  N .  d e l  T . D ic h o  d e  o t r a  m a n e r a ,  e s t a m o s  a s u m i e n d o  q u e  e n  e l  i n s ta n te  in i c i a l  e l 

p la n e t a  s e  e n c u e n t r a  s o b r e  e l  e je  x  e n  e l  p u n t o  d e  c o o r d e n a d a s  ( a , 0 ) ,  y  q u e  s u s  

v e lo c i d a d e s  e n  x  e  y  s o n  0  y  vq,  r e s p e c t iv a m e n te .
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D e aqu í

£  =  (f* -  r<p2) co s ip -  (2f ip  +  r<p) sen  <p, 

y  =  {? -  Tip)2 sen  ip +  (2+tp +  r<p) c o s  p .

C o n  ay u d a d e  esta s  d o s  ig u a ld ad es las ecu acion es d iferen cia les (84) 
p u ed en  escrib irse  e n  la  form a

( f  -  r <p2) cos p  -  (2tip  +  rtp) sen p  =  -  (87)

( f  -  rtp2) sen ip +  {2tip +  r(p) cosy? =  — - — (88)

M u ltip lican d o  la ecu ación  (87) p o r  c o s  <p, la ecu ació n  (88) p o r  sen  p ,  
y  su m an d o  los resu ltad os, hallam os

C ap itu lo  1. Construcción y  solución de m odelos diferenciales

k
r - r f  =  - -  (89)

S i m u ltip licam os (87) p or s e n ^  y  (88) p o r  co s <p, y  d e la p rim era

ex p resió n  obten id a restam o s la seg u n d a , ob ten em os la ecu ación

2  t<p +  r<? =  0 . (90)

E scrib am o s en co o rd en ad as p o lares las con d iciones in iciales (85):

r  =  a ,  p  — 0,
vn cu and o t =  0. (91)

r  =  0 , < P = — .
a

A sí, e l e stu d io  d e  las ecu acio n es (84) co n  las co n d icio n es in iciales (85) 
s e  red u jo  al an á lis is  d e  las ecu a cio n es (89) y (90) co n  las cond iciones
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18. Leyes de Kep ler de l movim iento planetario

iniciales (91). N o  es d ifícil ver qu e la ecu ación  (90) se  p u ed e escribir 

com o

| ( * - V ) = 0 ,  (92)

d e d onde

r V  =  C ,.  (93)

La co nstan te  C l tiene un  sen tid o geom étrico  in teresante. A  saber, 
im aginem os q u e  un  cu erp o se  d esp laza d e  u n  p u nto  P  a  u n  p u nto  Q

p or un  arco  P Q  (fig. 30). Sea 5  e l área del secto r lim itad o p o r los

segm entos O P , O Q  y  e l arco  f f y .  En tal caso , d el cu rso  d e  análisis

m atem ático se  sabe que

= \ I r 2 d y ,

o  bien

Por en d e,

d S  =  - r  d<p.
Fig. 30

í  ■ r ’S  -  ' i *
d S

La d erivada —  representa la  llam ada velo c id ad  a reo lar . Y  co m o  la 
dt

m agnitud r 2<p e s  constante en virtud d e la  igualdad  (93 ), d edu cim os 
que la velocidad areo lar tam bién e s  constante. E sto ú ltim o significa

m
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

qu e e l cuerpo se  m ueve de tal manera que e l vector de posición 
describe áreas iguales en intervalos d e  tiem po iguales. Esta ley d e  las 
áreas  es  justam ente una d e las tres leyes de Kepler, y  su enunciado 
com pleto es e l siguiente: en intervalos d e  tiem po iguales, el vector de 
posición  d e un p lan eta  barre áreas iguales.

Para deducir la ley d e K epler sobre la forma de las trayectorias 
descritas por los planetas, regresem os a las ecuaciones (89) y  (90) 
con  las condiciones iniciales (91). En las condiciones iniciales (91) se 

tiene, en particular, que r  =  a  y  ip =  para t  =  0 . Entonces de la 

igualdad (93) sigu e que C , =  av 0. Por tanto,

r V  =  av0 ó  'P =  -^ r  (95)

y  la ecuación (89) se  transform a en

Haciendo f  =  p  podem os escribir la última ecuación así:

dp  _  d p d r  _  dp _  a 2^  k

dt d r  dt P d r  r 3 r 2 '

o  bien

d p  _  a 2v¡ k

P d r  r 3 r2 '

Separando las variables en esta ecuación diferencial e  integrando, 
obtenem os

P2 *  * 2»o2
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18. Leyes de K ep le r de l m ovim iento planetario

Ya q u e  p =  f  =  0  para r  =  a ,  d e  la ú ltim a igu aldad  resulta

r  _  vo *
2 ~  7  ~  a '

De esta  m anera, llegam os a  la ecu ación

t 1 k  a 2v] v ] k  

2 r  2r 2 2 a '

o, co nsid erand o so lam en te la ra íz  cu adrad a positiva, a  la ecu ación  
diferencial

d r  \ (  2 k \ 2k  a2vo

Si aho ra  d iv id im os la ecu ación  (96) p o r la  (95), ob ten em os

=  r y / a r 2 +  2 p r  -  1,
dtp

donde

1 2 k  a  k
a  ~  a 2 a.3Vg' ~  o 2Vq

Para integrar esta ú ltim a ecu ación , hacem o s e l cam b io  d e  variab le

r  =  —, resultando 
u

a W j k  

1 +  e  eos ( p  +  C 3) '

9 5
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C apítu lo  1. Construcción y  solución de  m odelos diferenciales

d on d e e  = ------   = -—-1 . La constan te  C 3 se  d eterm ina d e la
f j  k

cond ició n  r  =  a  para <p =  0 .  N o e s  d ifíc il com p robar q u e  C 3 =  0 .

D e esta m anera, hallam os finalm ente que

a2v l / k
r  =   • (97)

1 +  c  eo s ip

D el cu rso  d e g eom etría  analítica  se  sabe q u e  (97) e s  la ecu ación  en 

co o rd en ad as p o lares d e una sección  cónica d e excentricid ad  e . Por 
eso , la  ecu ació n  (97) p u ed e ser:

elipse si e < l , es decir, si
2k

v0 < -

hipérbola si e > l , es decir, si 2 2fc* > T

parábola si e  =  1, es decir, si

¡3
I«
ii

c ircu nferencia si e  =  0, es decir, si 2 k  
V° = a

D e las ob serv acion es astro nóm icas se  d ed u ce  q u e  para tod os los
2 2k

p lan etas d e l sistem a so lar la  m agnitud siem p re es m enor qu e — .

A sí p u es, llegam os a  o tra  ley d e  K epler: las  órbitas d e  lo s  p lan etas  
son  elip ses  en  las q u e  e l  S o l ocu p a  uno d e los foco s .

Las órb itas d e la Luna y  d e  lo s  satélites artificiales d e la Tierra 
tam b ién  so n  e lip ses , p ero  co n  excentricid ad es e  m uy cercanas a  cero 

e n  la m ayo ría  d e los caso s, es decir, so n  elip ses q u e  m ás bien  parecen 
circunferencias.

9 6
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18. Leyes de  K e p le r de l m ovim iento p lane ta rio

E n  cu a n to  a  lo s  co m eta s p erió d ico s, ta les  c o m o  e l  co m e ta  H alley , su s 

órb ita s  tien en  form as d e  e lip se s  a la rg a d a s co n  e x ce n tric id a d e s  m u y  

cercan as a  la  u n id ad . E n  p articu lar, e l  co m e ta  H a lle y  a p a re ce  e n  la 

zon a d e  v isib ilid ad  d e  la  T ierra  a p ro x im a d a m e n te  ca d a  7 6  a ñ o s . Fu e 

v isto  p o r  ú ltim a v ez  a  fin ales d e l a ñ o  1985  y  co m ie n z o s  d e  1986.

L os cu e rp o s  ce le ste s  co n  ó rb ita s  p a ra b ó lica s  o  h ip e rb ó lica s  s e  p u ed en  

ob serv a r só lo  u n a v ez , p u es n u n ca  regresan .

A verigü em os ahora  e l sen tid o  fís ico  d e  la  ex ce n tric id a d  e .  P rev ia ­

m en te , n ó tese  q u e  la m agn itu d  v  d e l v e c to r  V  d e  v e lo c id a d  d e l 

p lan eta  y  las co m p o n en tes  x  e  y  d e  d ich o  v e c to r  e n  lo s  e je s  x  e  y , 

sa tisfacen  la igualdad

v 2 =  x 2 +  y 2,

la  cu a l, en  v irtu d  d e las fó rm u las (86), p u e d e  escrib irse  e n  la  form a

v 2 =  r V  +  r 2.

D e a q u í se  in fiere  q u e  la en erg ía  c in é tica  d e  u n  p la n eta  d e  m asa  m  
se  p u ed e  ha llar m ed ia n te  la  fórm u la

j m t ;2 =  ^ m ( r 2v?2 +  f 2) .  (98)

E n cu an to  a la  en erg ía  p o ten cia l d e l s istem a , ésta  e s  ig u al a l trabajo  

(to m ad o co n  sig n o  "m e n o s " )  n e ce sa rio  p ara  d e sp la z a r  e l p lan eta  

hasta e l in fin ito , d o n d e  la en erg ía  p o ten cia l e s  ig u al a  ce ro . P o r 

co n sig u ien te ,
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C ap itu lo  1. Construcción y  solución de m odelos d iferenciales

S i d e n o ta m o s co n  E  la en erg ía  total d e l sistem a, la  cu al e s  una 

m agn itu d  co n stan te  en v irtu d  d e la ley d e co n serv ación  d e  la energ ía , 
en to n ces d e  las fó rm u las (98) y (99) ob tenem os

^ m ( r 2<p2 +  f 2) - ^ = E .  ( 100)

H a c ien d o  <p =  0  y  u tilizan d o las exp resion es (97) y  (100), hallam os

a 2v l / k  m r 2a 2v l  k m  

1 +  e  2 r 4 r

E lim in and o r  d e  las d o s  ú ltim as igu ald ad es, llegam o s a  la  sigu ien te  
exp resió n  p ara  la excentricid ad :

F in a lm en te , la ecu ación  (97) d e  las órb itas p lan etarias tom a la form a

alvVk
r.

1 +  E   - y  COS
m k -

D e  a q u í s e  d ed u ce  q u e  la órbita  e s  una elip se , una h ip érb o la , una p a­

rábola  o  u n a c ircu nferen cia  si £7 <  0 , £ > 0 ,  E  =  0 ó  E  =  — r ,
2a ‘ v0

resp ectiv am en te . D e  e s te  m od o, la  órbita  d e u n  p laneta e s tá  co m p le­

tam en te  d eterm in ad a  p o r su  en erg ía  to ta l E .

En p articu lar, si un  p lan eta , p o r e jem p lo , la  T ierra , p u d iera  ob ten er 

d e l e x te rio r  un  im p u lso  q u e  le  p erm itiera  au m en tar su  energía
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18. Leyes de  Kepler de l m ovim iento planetario

total E  hasta una m agnitud  p o sitiv a , en to n ces pasaría  a  una órbita 
hip erbólica  y  abandonaría  nu estro  sistem a solar.

D ed iqu ém onos ahora  a la tercera ley d e  K epler, la  cu al s e  refiere 

a lo s  p eríod os d e las órb itas p lanetarias. P artien d o d e  la segu nd a 
ley d e K ep ler n os restrin g irem os, n atu ralm en te , a  la  ó rb ita  e líp ti­

ca, cu y a  ecu ación  e n  co ord en ad as 

cartesian as es

? + ? - > ■

La excentricidad  d e la  e lip se  es
C  2 2 2e =  — , p ero co m o  C  =  £ -  r¡

(fig. 31), en tonces

e2 =  L-Z -U l

o  bien

(101)

A p artir d e las iguald ad es (97 ), (101) y  d e  las p ro p ied ad es d e la 

elipse, co n clu im os que

1 /  a 2v l / k  a 2t>¿/fc\  _  a 2v l  =  a 2t>fc2 
*  2 y  1 +  e  1 -  e  J  k (  1 -  e 2) kr?

es decir,

v 2 = *Se (102)
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C apítu lo  1. Construcción y  solución de m odelos diferenciales

D enotem os co n  T  e l p eríod o d e revolución d e  un  planeta, o  sea , el 
tiem p o q u e  necesita  e l planeta para recorrer co m pletam ente la órbita. 

D ad o que e l área  d e la región lim itada p o r la  e lip se  es igual a n^r¡,

basánd on os en las fórm ulas (94) y (95) deducim os q u e  .

F inalm ente, teniendo e n  cu enta la igualdad  (102), hallam os

4 * W  _  4 ^  3 
a % 2 k  4 '

E sta  ú ltim a fórm ula es la  expresión form al d e  la  tercera ley de 

K epler: los cuadrados d e los p eríodos d e  revolución d e  los p lan etas son 
proporcion ales a  los cubos d e  los sem iejes m ayores d e  sus órbitas.

T 2

19. Flexión de una viga

C on sid erem os una viga hom ogénea A B  d e  sección  transversal co n s­

tante, co locada ho rizontalm ente (fig. 32). El eje d e  sim etría d e la  viga 

se  indica en la figu ra 3 2  con  una línea discontinua. A su m am os q u e  la 
v iga s e  flexiona bajo  la acción  d e las fuerzas q u e  actúan so bre ella  en 

e l p lano  vertical q u e  contiene al e je  d e sim etría (fig. 33). Las fuerzas

Fig. 32 Fig. 33

a  las q u e  n o s referim os p u ed e ser e l peso de la propia v iga, una 
fuerza exterior ap licada a ésta  o  una com binación d e  am bas fuerzas. 

E s c laro  que com o resu ltado d e  d ich as fuerzas e l e je  d e  sim etría se 

arquea. A l e je  d e  sim etría flexionado se  le llam a usualm ente línea

100
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19. Flexión de una viga I

e lá stica . E l e stu d io  d e  las fo rm a s d e  las lín eas e lá stica s  d esem p eñ a  

u n p ap e l im p o rtan te  e n  la  teoría  d e  la  e lasticid ad .

Se ñ a lem o s q u e  las v ig a s s e  p u ed en  d iferen cia r seg ú n  la  form a e n  q u e  

se  su je tan  o  ap o yan . P or e je m p lo , e n  la fig u ra  3 4  s e  m u estra  u n a viga 
co n  e l  ex trem o  A  fijo  y e l ex trem o  B  libre. T ales v ig a s s e  d en om in an  
vigas d e  con so la  (can tilev er ). E n  la figu ra 3 5  s e  ilu stra  u n a v ig a  q u e  
y ace  lib rem en te  so b re  lo s  ap o y o s  A y  B .  O tro  tip o  d e v ig a  co n  ap o y o s 

se  m u estra  e n  la figu ra 36. T am b ién  •
ex iste  u n a c la sifica c ió n  d e  las fo rm as . ^  - I --------------

d e a p lica c ió n  d e las fu erz a s ex terio - ‘4L —--------------------------------

res so b re  la  v ig a . P o r  e jem p lo , e n  la  ^
figura 3 4  las fu erz a s e s tá n  d is tr ib u í- F¡9 -36
d as u n ifo rm em en te . E v id en tem en te,

la fu erza p u ed e  se r  v a ria b le  a  lo  la rg o  d e  to d a  la v ig a  o  e n  u n a p arte  
d e ésta  (fig. 35 ). En la figu ra 3 6  se  m u estra  e l  c a so  d e  u n a fuerza 

co n cen trad a e n  u n  p u nto .

A nalicem os u n a v ig a  h o rizon ta l O  A  (fig . 37). S u p o n g a m o s q u e  su  eje 
d e sim etría  (línea d iscon tin u a e n  la figu ra) s e  en cu en tra  so b re  e l  e je  x .  
O rien tem o s e l  e je  x  h ac ia  la  d erech a  d e l o rig en  d e co o rd e n a d a s  O  
y  el e je  y  h a c ia  ab a jo . B a jo  la  a cc ió n  d e  la s  fu erzas e x te rn a s  F X, F 2, . . .  
(y  d e l p eso  d e la  v ig a  si é s te  e s  g ra n d e) e l  e je  d e s im etría  se  
flexiona fo rm an d o  u n a línea  elástica  c o m o  la  in d icad a  e n  la fig u ra  38. 
El d esp lazam ien to  y  d e  la  lín ea  e lástica  re sp e cto  a l e je  x  se  co n o ce

m U I

F i g .  3 4

P  Q
Fig. 35

.01
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Capítulo 1. Construcción y  solución de  modelos diferenciales

Fig. 37 F i g .  3 8

com o flex ión  d e  la  v iga en la posición x .  De esta definición se  induce 

qu e para hallar la  flexión d e una viga es suficiente conocer la ecuación 
d e su línea elástica. M ás adelante m ostrarem os cóm o hacerlo en la 

práctica.

R epresentem os con  M {x )  e l m om ento flector en una sección trans­

versal vertical d e  abscisa x  d e  la viga. El m om ento flector e s  igual a 
la sum a algebraica de los m om entos de las fuerzas que actúan sobre 

uno d e  los lados d e la viga respecto al punto x .  A l calcular los 
m om entos considerarem os qu e las fuerzas que actúan sobre la viga 

de abajo hacia arriba tienen m om entos negativos, y las qu e actúan 

de arriba hacia abajo , m om entos positivos.

En la teoría d e resistencia d e m ateriales se  dem uestra qu e el m om ento 
flector e n  la posición x  está relacionado con  e l radio d e curvatura de 

la línea elástica m ediante la  expresión

E J  7-------“ 37 ! =  M (x ),  (103)
[ i  +  (v ')2] 3/2

donde E  es  el m ódulo de elasticidad de Young y  depende del 
m aterial del cual está hecha la v iga, J  es  e l m om ento de inercia 

d e la  sección transversal d e  la viga en la posición x  respecto a  la 

recta horizontal qu e pasa p o r el centro d e gravedad d e dicha sección
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I 19. Flexión de una viga

transversal. El p ro d u cto  E J  s e  llam a co m ú n m en te  rig idez  f lex u ra l;  
e n  lo  su cesiv o  a su m irem os q u e  su  m agn itu d  e s  co nstan te .

Su p oniend o q u e  la v ig a  se  flexiona só lo  un  p o co , lo  q u e  e s  m uy 

frecu ente e n  la p ráctica , en to n ces la p en d ien te  y' d e  la  línea elástica  
es m u y  p eq u eñ a y, e n  lu gar d e la  ecu ación  (103), p o d em o s to m a r la  

ecu ación aproxim ada

E J y "  =  M {x ). (104)

Para m o strar có m o  s e  utiliza la ecu ació n  (104) e n  la p ráctica , e x a ­

m inem os e l problem a sig u ien te . U na barra  h o m og én ea  d e  a ce ro  de 
lon g itu d  l ,  la  cu al está  acostada lib rem en te so b re  d o s ap o y o s, se  

flexiona b a jo  la acción  d e  su  p ro p io  p eso , igual a p  k ilo g ra m o s d e  
fuerza p o r un idad  d e  longitud . S e  p id e  ha llar la  ecu ació n  d e la  línea  

e lástica  y la  flex ión m áxim a d e la  viga.

La línea d iscon tin u a d e  la figu ra 3 9  rep resen ta  la  línea e lástica . C ada 
uno d e lo s  d o s ap o y o s p ro d u ce  u n a reacción  o rien tad a h ac ia  arrib a  e 

igual a  la m itad  del p eso  p//2
p l

d e la v iga (ig u al a  — ). El
2 O

m om ento flec to r M {x )  es

la su m a a lg eb raica  d e los 

m om entos d e estas  fuer­
zas a u n  lad o  d el pun- Fig. 3 9

to Q  (fig. 39). C alcu lem os
p rim ero la acción  d e las fu erzas a la izq u ierd a  del p u n to  Q . A  una

p l
d istan cia  x  d el p u nto  Q  la  fu erza — actú a  so b re  la  v ig a  d e  aba jo

hacia arriba g en eran d o  un m om en to  n egativ o , a  la v ez  q u e  la fu erza
x

p x ,  q u e  actú a  sobre la v iga d e arriba hacia a b a jo  a  u n a d istan cia  —

X * 1 *  \a
'  i

♦ Q "  \px p i l - X )
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Capítulo  1. Construcción y  solución de  m odelos diferenciales

d el p u n to  Q ,  g enera un  m om en to  positivo. A sí, e l m om ento flector 

resu ltan te  e n  e l  p u nto  Q  es

S i tom am o s la acció n  d e las fu erzas a la d erech a  d el p u nto  Q, 
l  — x

en to n ces a una d istan cia  ——  d el p u nto  Q, sobre  la  v iga actúa

una fuerza p (l  -  i )  d e  arriba hacia aba jo  generand o un m om ento
pl

positivo , m ien tras q u e  la fuerza — , q u e  actú a  sobre la v iga d e  abajo 

hacia arrib a  a  una d istan cia  l  -  x  d e l p u nto  Q , g enera una m om ento 

negativo . El m om en to  flec to r resu ltan te  es

l  — x  v i  v x 2 p lx
M (x ) =  p (l -  x ) —  -  V- ( l  -  x ) =  -  V— . (106)

C o m o se  ap recia  e n  las fó rm u las (105) y  (106), los m om entos flectores 

so n  ig u ales en am b os casos. Sab iend o ya có m o  se  ca lcu la  e l m om ento 

flector, p o d em os escrib ir la ecu ación  fundam ental (104) para nuestro 

caso:

(107)

T eniendo p resente  q u e  la v iga n o  s e  flexiona e n  su s extrem o s O  y  A , 
p ara  reso lver la  ecu ación  d iferencial (107), e s  decir, para hallar y  

u tilizarem os las co n d icio n es en los extrem os d e  la viga:

y  =  0 para x  =  0 e  y  =  0 p ara  x  =  1.
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20. Transpone de madera

Integrando (107) y  haciendo uso d e  las cond iciones e n  lo s  extrem os 

de la  v iga, obtenem os

y = 2¿ 7 (l4- 2' l3 + í3l)- (108)

La ecu ación (108) es la  ecu ación  d e la  línea elástica. En las aplicaciones 

prácticas la fórm ula (108) se  usa para calcu lar la  flexión m áxim a de 
la viga. En este ejem p lo concreto , valiéndonos d e la sim etría  del

problem a hallam os que la flexión m áxim a se  d a cu and o z  =  y es 

igua| a  dond e E  =  21 • 105 J  =  3  - 104 cm 4 .

1 Transporte de madera

A l transportar troncos d e  árboles d esde los aserrad eros hasta las 
em presas m adereras, los vehículos transportadores p asan  obligato­

riam ente p o r cam inos forestales. C om ú nm ente e l ancho d e un  cam ino 
forestal no perm ite e l paso d e m ás d e  u n  v eh ícu lo . C on e l fin  de 
que pu edan pasar d os veh ícu los que se  m ueven al en cuentro, en 

e l cam ino se  construyen varias v ías m uertas. E ludam os la pregunta 
acerca d el horario óptim o d e trabajo que garantiza qu e los vehículos 

que van y vienen se encuentren precisam ente e n  las v ías m uertas, 
y dediquém onos a  estab lecer cu án  anchas d eben  ser las cu rvas y  qu é 

trayectoria d eb e segu ir e l ch ofer e n  las cu rvas para qu e p u eda trans­
portar, p or ejem p lo, troncos d e treinta m etros d e longitud. A l m ism o 

tiem po, vam os a  su poner qu e la cap acid ad  d e  m aniobrabilidad  d el 
vehículo es suficiente para qu e se  pueda desplazar co n  facilidad en 

tram os d e cam ino bastante lim itados.
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Capítulo 1. Construcción y  solución de modelos diferenciales

C om únm ente, un vehículo transportador de m adera se  com pone de 

un tractor y de un rem olque, los cuales están enganchados d e tal 

m anera qu e pueden girar librem ente uno respecto al otro. El tractor 

tiene u n  e je  delantero libre y  d os e jes traseros fijos, sobre los cuales 

se  instala un  soporte que gira librem ente sobre su propio eje e n  un 
plano horizontal, y cu ya función es sostener los troncos p o r uno de 

los extrem os. El rem olque, su jeto  al tractor m ediante un  eje, posee 

só lo  d o s e jes traseros fijos y u n  soporte sim ilar al del tractor para 
su jetar e l segundo extrem o d e los troncos. El chasis d el rem olque 

consta d e  d o s tubos m etálicos, uno d e  los cuales p u ede entrar e n  el 

otro, perm itiendo d e esta m anera que la longitud del chasis cam bie 

durante e l m ovim iento y que e l tractor y e l rem olque se m uevan 
independientem ente. En la figura 4 0  se  ilustra el esquem a d e un 

vehículo com o e l qu e acabam os d e describir. En el esquem a, los

S  R

pu ntos A y  B  representan los ejes de giro d e  los d os soportes, 

situados a  una distancia h  uno del otro. M ediante X Y  denotam os 
los troncos de árb ol (para ellos A X  =  \h). E l punto C  indica e l eje 
qu e une e l  tractor con  e l rem olque, siendo A C  =  a h  (usualm ente 

a  =  0 ,3  y e n  el caso m ás sim ple, a  =  0 ). Adem ás, F F  es  e l eje 

delantero d el tractor, P P ,  Q Q  son su s e jes traseros, y R R , S S  son
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I 20. Transporte de  m adera

lo s  e je s  d e l rem o lq u e. T od os lo s  e je s  t ie n e n  la m ism a lo n g itu d  2 L .  
S u p o n g a m o s q u e  e l a n c h o  d e l v e h ícu lo  ta m b ié n  e s  ig u a l a  2 L .  

F in a lm en te , a su m irem o s q u e  e l  an ch o  d e  la  p a rte  tra sera  d e  la  ca rg a  

es 2  W . M á s  a d e la n te  n e cesita rem o s e l  c o n ce p to  d e  en v erg ad u ra  d e  
carg a  del v eh ícu lo . C o m ú n m e n te  s e  d efin e  la e n v e rg a d u ra  d e  ca rg a  

c o m o  la d esv ia c ió n  m áxim a d e  su  p a rte  tra sera  (d el p u n to  X  d e l 

esq u e m a ) resp ecto  a  la tra y e cto ria  d e l v eh ícu lo . C o n s id e re m o s q u e  

e l an ch o  d e l cam in o  e s  2f3h  y  las c u rv a s  t ie n e n  la fo rm a  d e  un

a rco  d e  c ircu n feren cia  d e ra d io  — y cen tro  e n  e l  p u n to  O  (fig . 41). 

P ara  s im p lifica r a su m irem o s q u e  el 

v e h ícu lo  ca rg a d o  d e  tron cos en tra  

e n  la  cu rv a  d e  tal m a n era  q u e  e l 

tra c to r  y e l  rem o lq u e  s e  e n cu e n ­

tran  e n  línea  rec ta , y e l e je  del 

so p o rte  d elan tero  (p u n to  A )  está  

e x a cta m e n te  so b re  la  lín ea  m ed ia  

d e l cam in o . C o m o  se  ap recia  en 

la  fig u ra  4 1 , e l p u n to  A  está  d e ­

term in a d o  p o r  e l á n g u lo  x  q ue 
form a e l  tra c to r  A C  co n  la d ire c ­

ció n  in ic ia l. D efin a m o s un sistem a 

d e  co o rd e n a d a s  cartes ia n a s rec tan ­

g u la re s  O x y  d e  m an era  q u e  el eje 

d e  las a b sc isa s  sea  p a ra le lo  a  la d ire cc ió n  in icia l e sc o g id a . D en o tem o s 

co n  0  e l á n g u lo  q u e  fo rm a  al h a z  d e  tro n co s  c o n  la d irecc ió n  in ic ia l. 

P or ú ltim o , rep resen ta n d o  c o n  u  a l á n g u lo  B A C  e n  la  fig u ra  4 1 , 

ob te n e m o s q u e  u  =  x  ~  0- G en era lm en te  e l  á n g u lo  u  s e  c o n o c e  c o n  e l 

n o m b re  d e án g u lo  d e  retraso  d e l  v eh ícu lo . E l se m ia n ch o  re q u e r id o  p h  
d el ca m in o  s e  d e n o m in a  sem ia n ch o  d e l  c a m in o  en  e l  la d o  exterior  
d e  la  curva. E ste  se m ia n ch o  d eterm in a  la e n v e rg a d u ra  d e  c a rg a  d e l
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C apítu lo  1. C onstrucción y  solución de  m odelos d iferenciales

v e h ícu lo  e n  la cu rv a  y  e s  ig u al a  la  su m a a lg eb raica  O X  -  O  A  +  W . 
E l sem ia tich o  d e l  c am in o  en  e l  lad o  in ter ior  d e  la  curva  e s  la  sum a 

a lg eb ra ica  O  A +  L -  O P ,  d on d e O P  e s  la  d istan cia  d esd e  e l p u nto  O 
h a sta  A B .

S u p o n g a m o s q u e  cu a n d o  e l v eh ícu lo  s e  d esp laza  las llan tas no 

resb alan  h acia  lo s  lad o s o  q u e , e n  caso  co n trario , la  d esv iación  
e s  m u y  p eq u eñ a. Esta co n d ició n  g aran tiza  q u e  la línea  m edia del 

tractor A C  sea  tan g en te  al a rco  d e  la  c ircu nferen cia  e n  e l  p u nto  A 
y, p o r  lo  ta n to , O  A  sea  p erp en d icu lar a A C  y  e l án g u lo  \  qu ede 

d e fin id o  to d o  e l  tiem p o  p o r e l  m ov im ien to  d e l p u n to  A  sobre  e l 

a rco  d e  la  c ircu nferen cia . A l co n stru ir lo s  cam in o s , la  cu rv atu ra  
d e  las cu rv a s  está  d eterm in ad a  p o r e l  án g u lo  N  corresp on d ien te  

a  u n a lo n g itu d  d e  a rco  d e la cu rv a  ap ro x im ad am en te  ig u al a  3 0  m . 
D e  a cu e rd o  co n  la n o tació n  q u e  h e m o s ad op tad o ,

180° 3 0 a
N  = ----------- ,  (109)

7T h

d o n d e  h  s e  m id e e n  m etros. P o r e jem p lo , para fc =  9  m  y a  =  0,1 
resu lta  N  «  19°. S i h  =  12 y  a  =  1,0 , en to n ces N  ~  142°. C o m o  
ind ica la  p ráctica , s e  d eb en  co n sid era r so lam en te  lo s  v a lo res d e  a  
q u e  sa tisfag an  la co n d ic ió n  0 <  a  <  1, p ero  tan  cercan o s a  1 com o 
se  p u ed a , co n  e l fin d e  a u m e n ta r la  p o sib ilid ad  d e  m aniobrabilid ad  

d e l v eh ícu lo .

La lo n g itu d  Ah  d e  cad a tron co  e s  m a y o r q u e  h ,  p ero  p artiend o 

n u ev a m en te  d e  co n sid eracio n es p rácticas, n o  d e b e  su p erar 3 h .  A sí, 
lo s  v a lo res d e A satisfacen  la co n d ició n  1 <  A <  3 . En cu a n to  a  la 

co n sta n te  a ,  se  su p o n e  q u e  0  ^  a  <  0 ,5 . F in alm en te, la m agn itu d  

d e h  d ep en d e  d e  cad a c a so  co n cre to , au n q u e varía d en tro  d e los 

lím ites  9 - 1 2  m.
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20. Transporte de  madera

Puesto q u e  las llantas del tractor n o  resbalan lateralm en te , las 
coord enad as d el punto A  en  la  figura 41 son

x  =  -  sen  X/ y  =  -  eos

y las del punto B  son

h
X  =  — sen  \  -  n  eo s  d, 

Y  =  -  e o s  y  +  h  sen  6.
Q

(110)

C om o las llantas d el rem olq u e tam p o co resbalan, e l p u nto  B  se  
m ueve e n  las d irección B C  y

d Y
3 ?  =  - * g *  (1U )(La

donde ^  es e l án g u lo  que form a B C  co n  la d irección  in icia l. Con 
ayuda d e la igualdad \  u  +  0/ d el triángulo ¿ B C  obtenem os las 
igualdades

sen ( x  -  V») _  sen (0  -  V») _  sen  u 

h  a h  b h  '

d ond e 0  <  6 <  1 y  los ángu los ip ,0  y  u  so n  fu n cio nes d e  X- 
Valiéndonos d e (110) y  (111), ob tenem os
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C apítu lo  1. Construcción y  solución d e  m odelos diferenciales

Sim p lifican d o  la ú ltim a iguald ad  resulta

d e
s e n ( X -1 > ) =  a — c o s ( 9 - i P ) .  (113)

d X

Su stitu y en d o  d e (112) e n  la  ecu ación  (113) y  ten ien d o p resente  la 

ig u a ld ad  % =  u  +  0 y  q u e  6 =  0  p ara  x  =  0, llegam os a la  ecu ación 

d ife re n cia l6)

£ . i -  „ " n “ , d x  a ( l - a c o s t í )

co n  la co n d ició n  in icial u (0) =  0 . En esta ecu ación , e l án g u lo  de 

retraso  u  cu m p le  e l p ap el d e  fun ció n  incógnita.

L a e cu a ció n  d iferen cia l (114) s e  p u ed e in tegrar co n  ay u d a d e l cam bio 
u

d e  v ariab le  tg  -  =  v , p ero  la  relación  en tre  las v ariab les u  y  X q ue 

s e  o b tie n e  e n  la resp uesta  es tan  com p leja  q u e  e l análisis siguiente 

se  d ificu lta  con sid erab lem en te . P o r esta  razón , s e  recom ien da utilizar 

a lgú n  m é to d o  n u m érico  d e reso lu ció n  p ara  ob tener una solución , 

a u n q u e sea ap ro x im a d a 7'.

En la figura 4 2  se  m u estran  lo s  g ráficos d e  la so lu ció n  corresp on dien ­

tes a d iferen tes valores d e a  (a  =  0 ,3 ). En e llo s  s e  v e  có m o  varía el

h) T a y le r A B .  T h e  S w e e p  o í  a  L o g g in g  T r u c k  / /  M a th . S p e c t r u m . 1 9 7 4 - 1 9 7 5 .  V. 7 ,  N® 1. 

P . 1 9 - 2 6 .

^  N . d e l  T. E n  e l  o r ig in a l  e n  r u s o  e l  a u t o r  r e s u e lv e  la  e c u a c ió n  ( 1 1 4 )  p o r  e l  m é to d o  d e  

R u n g e — K u tta  d e  s e g u n d o  o r d e n ,  u t i l iz a n d o  p a r a  e l l o  la  c a lc u la d o r a  "E L E K T R O N 1 K A  

B Z - 3 4 " .  E n  lu g a r  d e  e s t o ,  s e  p u e d e  h a c e r  u s o  d e  a l g u n o  d e  lo s  p r o g r a m a s  m a te m á t ic o s  

d is p o n i b le s  e n  e l  m e r c a d o , ta le s  c o m o  M A P L E , M A T H E M A T 1 C A , e t c é te r a .
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I 20. Transporte de  m adera

án g u lo  d e  re tra so  u  re sp e cto  a l án g u lo  x -  Para  u n a m e jo r  ilu stració n , 

se  h a n  to m a d o  esc a la s  d ife re n te s  e n  lo s  e je s  u  y

F ig . 4 2

H a llem o s ah o ra  la  e n v erg a d u ra  d e  ca rg a  d e l v e h ícu lo , e m p le a n d o  

p ara  e llo  e l sem ia n ch o  d e l ca m in o  e n  e l  la d o  e x te r io r  d e  la  cu rv a , 

e l c u a l, c o m o  v im o s, e s  ig u al a  la  su m a a lg e b ra ica  O X  -  O  A +  W  

(fig. 41 ). H a lle m o s a n te  to d o

O X 2 =  se n  x  -  X h c o s B ^  +  ^  e o s  x  +  Afc se n  0 ^  =

= ',2( ¿ +A2- 2í sen“)-

D e a q u í se  d e d u ce  q u e  la e n v erg a d u ra  d e  ca rg a  d e c re c e  c o n  e l  a u m e n ­

to d e x» ya  9 u e  cre ce  e l á n g u lo  d e re tra so  t í .  C o n s ig u ie n te m e n te , e l 
sem ian ch o  m áx im o  d e l ca m in o  (3h  s e  ca lcu la  co n  la fórm u la
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C apítu lo  1. Construcción y  solución de  m odelos diferenciales

L as lín eas co n tin u a s e n  la figu ra 4 3  co rresp on d en  a  lo s  d iagram as
W

q u e  re lacio n an  las v ariab les  P  -  —  y a  p ara  d iferen tes v a lores d e  A.

L
L as lín eas d isco n tin u as m u estran  cu á l d eb e se r  e l v a lor d e p  -  —

h

' - 7

p ara  o b ten er la  "h o lg u ra "  necesaria  e n  e l  la d o  in terio r d e la  cu rva. 

A d em á s, e n  cu a lq u ie r  p osició n  q u e  o c u p e  e l v eh ícu lo  e n  la cu rva 

d e b e  v erificarse  la cond ició n

1 L  1 L
P  =  - ( 1  -  eos u) +  — <  —(1 -  eos C ) +  —, 

a  h a  h
(115)

d o n d e  C  e s  e l  v a lo r  lím ite  d e la  so lución . E l n ú m ero  C  se  halla 

a  p a rtir  d e  la  con d ición

a ( l  — a  eo s  C )  =  sen  C ,
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20. Transporte de madera

qu e co n d u ce  a  la  fórm ula

q  f l  -  d y / l  -  o 2  +  a 2 o 2  )

C  =  a r c s e n --------------------   r - r ----------- .
1 +  a 2 a 2

D ad o q u e  e l v a lo r d e  C  d e crece  al d ism in u ir  a ,  e n to n c e s  e n  e l caso  

sim ple, cu a n d o  e l v eh ícu lo  co n sta  d e  u n a so la  p ie z a  ( a  =  0), e l 
ángu lo  d e  retraso  e s  m áx im o , y  d e la  co n d ic ió n  (115) h a llam o s

L  1
f 3 - T <  - U - c o s C )h  a

_  1 -  v / T ^ á 1

o=o ~~ a

F inalm ente, v ea m o s las co n clu s io n es q u e  s e  in fieren  d e  lo s  ra z o n a ­
m ientos e x p u esto s  h asta  e l m om en to . P rim ero  q u e  to d o , p a se m o s a 

u n  caso  típ ico  q u e  ilu stra lo s  resu ltad os ob ten id o s.

S i la  d istan cia  e n tre  lo s  so p o rte s  d e  lo s  tro n co s  e s  ig u a l a  1 2  m  y e l 
v eh ícu lo  p asa p o r u n a cu rv a  e n  form a d e  a rco  d e  c ircu n feren cia  d e  
60 m  d e  ra d io , en to n ces a  =  0 ,2  y, e n  v irtu d  d e la  fó rm u la  (109), 

la  cu rv a  e s  d e ap ro xim ad am en te  2 8 ° . S i  b a jo  e s ta s  co n d ic io n e s  el 
a ncho  d e l veh ícu lo  e s  2 ,4  m  y  e l  an ch o  d e la  p arte  p o ste rio r  d e l h a z  d e 

tron cos e s  1,2 m , en to n ces , d a d o  q u e  lo s  tro n co s  tien en  u n a  lon g itu d  
d e  2 4  m  (un extrem o  d e l h a z  rep o sa  so b re  e l  so p o rte  d elan tero ), 

W  L
co n clu im o s q u e  A =  2 ,  —  =  0 ,0 5  y  — =  0 , 1 .  A sí, d e  la  fig u ra  4 3  se 

h  h
infiere q u e  para to d o  v a lor d e  a  s e  tien e  q u e  (3 =  0 ,4 5  p ara  e l la d o  
ex terio r d e  la  cu rv a  y  (3 =  0 ,2  p ara  e l  la d o  interior. T eó ricam en te , 
e l sem ian ch o  n e cesario  d e l ca m in o  e n  e l la d o  e x te rio r  d e la  cu rv a  
es 5 ,4 m  y  e n  e l  lad o  in terio r e s  2 ,4  m . S i lo s  tro n co s  m id en  14,4  m 
d e  lon g itu d  a  p artir d e l so p o rte  d e la n te ro  y  e l  an ch o  d e l ex trem o  

p o sterio r d e l h a z  d e  tron cos e s  ig u al a  1 ,8  m , e n to n ce s  A =  1,2 .
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Capítulo 1. Construcción y  solución de  m odelos diferenciales

E l v a lor d e p  e n  este  caso  e s  igual a 0 ,2 2  para los lad o s exterior e 
in terior d e  la cu rva. P or esto , e l sem iancho n ecesario  d el cam in o en 

el lad o  ex terio r d e la  curva e s  igual a  2 ,64  m  y e n  el lado interior, 

com o su ced ió  e n  e l  caso  anterior, a 2 ,4  m . D e estos razonam ientos se 
d ed u ce qu e m ientras m ás larga sea la  carg a , m ás ancho d eberá ser el 

cam in o e n  las cu rvas. En particular, co m p arand o los d o s casos recién 
exam inad os vem os q u e  u n  aum en to d e la  longitud d e lo s  troncos 

en 9 ,6  m  exig e un  au m en to  d el ancho  d e las cu rv as en 2 ,76  m  para 
q u e  e l ch o fer p u eda co n d u cir e l veh ícu lo  e n  la curva sigu iendo una 

línea  cu ya longitud  e s  ap roxim ad am ente igual a la  longitud  d e la 

línea  m edia d el cam in o . La práctica dem uestra que para un ch ofer 
con  p oca exp eriencia  e l ancho  total d el cam in o en la cu rv a  d eb e  ser 

d e 10,8  m  co m o  m ínim o (para una carga  d e  2 4  m  d e  longitud y  un 
ancho  d e l v eh ícu lo  igual a 2 ,4  m).

La teoría d esarrollad a a q u í m uestra q u e  la m áxim a en vergadu ra d e  

la  carga  s e  ob tien e  cu and o e l veh ícu lo  en tra  e n  la cu rva, y a  qu e pre­
cisam ente e n  este  m om ento e l án g u lo  d e  retraso aum enta. La m ism a 

afirm ación  e s  válida en un  punto d e  inflexión cu and o e l veh ícu lo  

pasa e n  z igzag  d e una cu rv a  a otra. L os resultados ilustrados e n  la 
figura 4 3  co rresp on d en  al caso e n  q u e  el tractor y  e l rem olque están 
en  línea recta an tes d e  en trar en  la  cu rva. P ero  si h a y  un án g u lo  inicial 

d e retraso  C 0 d eb id o  a  un  zigzag d e  la cu rva, en to n ces la condición 

in icial e n  la ecu ación  diferencial (114) d eb e tener la form a u(0) =  - C 0 . 
En e s te  caso , e l an cho  n ecesario  d e l cam in o se  halla con  la fórm ula

D estaqu em os q u e  e n  e l  c a so  d e un  rem olq ue sim ple, o sea, cu and o 

a  =  0 ,  es im p osib le v en cer la  cu rv a  si o  >  1. S in  em bargo, pa-
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20. Transporte d e  madera

ra valores relativamente grandes de a  el parámetro a  ya puede 

tomar valores mayores que 1, siempre que satisfagan la igualdad

a ( l  -  a  cos C ) =  sen C . Así pues, a  tiene el valor máximo .
v i  -  a2

y para el valor práctico extremo a  =  0,5 tenemos a  =  1,25.

A modo de conclusión, señalemos que para los valores de a  mayores 

que 0,5 es posible lograr una economía considerable del ancho del 

camino aumentando el valor de a  (fig. 43), y para una carga tal que A 

sea no mucho mayor que A =  1, el valor de a  se elige de manera 

que el semiancho requerido del camino en el lado interior de toda 

curva siempre sea menor que en el lado exterior.
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En la primera parte del libro formulamos algunos problemas y 
construimos sus modelos diferenciales. Y gracias a que pudimos 

integrar las ecuaciones diferenciales obtenidas, logramos responder 
satisfactoriamente a las preguntas planteadas. Sin embargo, como se 
indicó en el prólogo, la gran mayoría de las ecuaciones diferenciales 
no pueden se integradas mediante funciones elementales. Por esta 

razón, al examinar muchos modelos diferenciales de fenómenos y 
procesos reales, es necesario recurrir a métodos que proporcionen 
la información necesaria a partir de las propiedades de la ecuación 

diferencial, sin tener que resolverla.

En este capítulo mostraremos ejemplos concretos de aplicación de 

los procedimientos y métodos elementales de la teoría cualitativa de 
las ecuaciones diferenciales ordinarias a la resolución de problemas 

prácticos.

1. Curvas a lo largo de las cuales 
la dirección de la aguja 

magnética no varía

En los procesos de integración cualitativa , cuya esencia consiste en 

esclarecer el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones
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C apítu lo  2. M étodos  cualitativos de análisis d e  m ode los d iferenciales

d iferen cia les  o rd in a ria s , a  v eces  resulta p ro v ech oso  u tilizar u n a p ro ­

p ied a d  co m ú n  d e  la s  ecu a cio n es d iferen cia les , análo g a  a  la  prop iedad  

q u e  p o see  e l  ca m p o  m a g n ético  e n  la  su p erfic ie  d e  la  T ierra : sobre  
la  su p er fic ie  terrestre s e  pu ed en  in d icar  cu rvas a  lo  larg o  d e  la s  cu ales  
la  d irecc ión  d e  la  ag u ja  m ag n ética  e s  constante.

A n a licem o s la e cu a c ió n  d iferen cia l o rd in aria  d e  p rim er orden

d o n d e  la fu n ció n  /  e s  u n ív o ca  y  co n tin u a  resp ecto  a  las variab les 

x  e  y  e n  cierta  reg ió n  D  d e l p la n o  (x ,  y ) .  La ecu ación  d iferen cia l (116) 
le  asig n a  a  cad a  p u n to  M ( x ,  y)  d e l d o m in io  D  d e  la  fu n ció n  f  e l

v a lo r  ~ , e s  d ecir, la  p en d ien te  K  d e  la  ta n g e n te  a la  cu rv a  in teg ral 
d x

e n  e l  p u n to  M ( x , y ) .  E n  v ista  d e  esto , s e  d ice  q u e  la ecu ació n  

d ife re n cia l (116) d e term in a  u n a d irecc ión  o  e lem en to  lin ea l  e n  todo 

p u n to  M ( x , y )  d e  la  reg ió n  D . E l co n ju n to  d e to d o s lo s  e lem en to s 

lin ea les  e n  D  s e  c o n o c e  co n  e l  n o m b re  d e  ca m p o  d irecc ion a l  o  cam p o  
d e  e lem en tos  lin ea le s .  G rá fica m en te , un  e le m e n to  lin eal s e  p u ed e 

rep resen ta r m ed ian te  u n  seg m en to  (d el q u e  M (x , y )  e s  u n  punto 

in terio r) c u y o  án g u lo  0  co n  la d irecció n  p o sitiv a  d e l e je  x  sa tisface  la 

re la c ió n  K  =  tg  6  =  / (x , y ).  D e a q u í se  in fie re  q u e , g eo m étricam en te , 

la  e cu a ció n  d iferen cia l (116 ) ex p resa  e l h ech o  d e  q u e  la  d irección  d e  la 
tan gen te co in c id e  con  la  d e l  c a m p o  en  cad a  p u n to  d e  la  cu rva integral.

L o s  ca m p o s d irecc io n a les  s e  p u e d e n  co n stru ir c o n  a y u d a  d e isoclin as  
(d el g rie g o  iso s  — ig u a l, y  k lin o  — in clin ar), las c u a le s  son  co n ju n to s 

d e  p u n to s d e l p la n o  (x ,  y)  e n  lo s  q u e  la  d irección  d e l cam p o 

d e te rm in a d o  p o r  la  e cu a c ió n  d iferen cia l (116 ) p erm an ece  constan te . 

E n  e l ca so  d e l c a m p o  m a g n ético  e n  la  su p erfic ie  terrestre , u n a isoclin a
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es u n a cu rv a  a  lo  la rg o  d e  la  cu a l la  d ire cc ió n  d e  la  a g u ja  m ag n ética  

se  m an tie n e  in v ariab le .

L a fa m ilia  d e  iso c lin a s d e  la  e cu a c ió n  d ife re n c ia l (116 ) e s tá  d a d a  p o r 

la  e cu a ció n
f ( x ,  y )  =  v ,

1. Curvas en las que  la  d irecc ión  d e  la agu ja  m agné tica  n o  varía

d o n d e  v  e s  u n  p ará m etro  rea l v ariab le .

C o n o cie n d o  las iso c lin a s d e  u n a e cu a c ió n  d ife re n cia l p o d e m o s o b te n e r  

u n a in fo rm a ció n  ap ro x im a d a  d e l co m p o rta m ie n to  d e  su s c u rv a s  in te­

g ra les . E x a m in em o s, p o r  e jem ­

p lo , la  e cu a c ió n  d iferen cia l

n o  in te g ra b le  m ed ia n te  fu n cio ­

n e s  e lem e n ta les . L a fam ilia

x 2 +  y 2 =  v  [y  >  0 )

d e  iso c lin a s d e  la  e cu a ció n  d a ­

d a e s tá  co n stitu id a  p o r  c irc u n ­

feren cia s  co n cé n tr ic a s  d e l p lano  

(x ,  y ) ,  d e  ra d io s y /v  y  cen tros

e n  e l  o rig en  d e  co ord en a d a s. La p e n d ie n te  d e  la  ta n g e n te  a  ca d a  
cu rv a  in teg ra l e n  to d o  p u n to  d e  to d a  iso clin a  e s  ig u a l a l cu a d ra d o  

d e  la  lo n g itu d  d e l ra d io  d e  d ich a  iso c lin a . E sta  in fo rm a ció n  e s  su fi­

c ie n te  p ara  h a c e m o s  u n a id ea so b re  e l co m p o rta m ie n to  d e  la s  cu rv a s  

in te g ra le s  d e  la  e cu a c ió n  d ife re n cia l e x a m in a d a  (fig . 44).

G ra c ia s  a  q u e  e s te  e je m p lo  e s  b a s ta n te  se n c illo  h e m o s  lo g ra d o  

esta b le ce r  s in  m u ch a d ificu ltad  c ó m o  s e  c o m p o rta n  las so lu c io n e s
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C apítu lo  2. M étodos cualitativos d e  análisis de m ode los d iferenciales

d e  la e cu a ció n  d iferen cia l; p ero  au n  e n  ca so s d e ecu a cio n es m ás 
co m p lica d a s p u e d e  resu ltar ú til co n o c e r  su s isoclinas.

V eam os ah o ra  un  m éto d o  g eo m étrico  d e  in teg ració n  d e  las ecu acion es 

d iferen cia les  d e l tip o  (116), m éto d o  q u e  está  b a sa d o  e n  las p ro p ied ad es 
g e o m é trica s  d e las cu rvas

f (x ,y )  =  0, <J0)

T od os lo s  p u n to s d e  las cu rv a s  co n  iso clin as n u la s  d efin id as p o r la
d y

e cu a ció n  (/„) cu m p len  la co n d ic ió n  —  =  0 .  E sto  sig n ifica  q u e  los
d x

p u n to s d e  d ich a s  cu rv a s  b ien  p o d rían  se r  p u n tos d e m áxim o o  de 
m ín im o  d e  las cu rv a s  in teg ra les d e  la  ecu ació n  d iferen cia l in icial. 
É sta  e s  p rec isa m en te  la razón  p o r  la  q u e  v a le  la  pena a n a lizar por 
se p a ra d o  e l co n ju n to  d e  iso clin as nulas.

C o n  e l fin  d e  m e jo rar la  ap ro x im ac ió n  e n  la co n stru cció n  d e  las 

cu rv a s  in teg ra les s e  su e le  ha llar tam b ié n  e l co n ju n to  d e  su s pu ntos 
d e  in flex ió n  (si e s  q u e  ex isten ). C o m o  s e  sab e, los p u n to s d e  inflexión 
s e  d e b e n  b u sca r  h acien d o  u so  d e  la co n d ició n  y "  =  0 . D eriv an d o  la 
e cu a ció n  (116) y  d e sp e ja n d o  y",  s e  ob tien e

„  d/(x.y)  . d f(z ,y )  , df(x ,y )  d j {x ,y )  st v

v = ~ár~+~ á ry = s r - +- n r nx'y)-
E sto  in d ica  q u e  las lín e a s  d a d a s p o r  la  ecu ació n  ( L )  so n  las p osibles 
lín eas d e  p u n to s d e  in f le x ió n 1*. E n  p articu lar, s e  d ed u ce  q u e  todo

]) E s t a m o s  s u p o n ie n d o  q u e  l a s  c u r v a s  in t e g r a le s  q u e  l l e n a n  c ie r ta  r e g ió n  p o s e e n  la  

p r o p ie d a d  d e  q u e  p o r  c a d a  p u n to  d e  d ic h a  r e g ió n  p a s a  u n a  s o la  c u r v a  in te g r a l .
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1. Curvas en las que  la d irecc ión  d e  la aguja m agnética  n o  varia

pun to  d e  in flex ión  d e  u n a cu rva in tegral e s  un pun to  d e  tan gen cia  d e  
la  cu rva in tegral con  u n a isoclina.

L as cu rv a s  d e  ex trem o s (d e p u n to s d e  m á x im o  o  m ín im o ) y  d e  p u n to s 

d e  in flex ión  d e  las cu rv a s  in teg ra les d iv id en  e l c a m p o  d e  d efin ic ió n  

d e  la  fu n ció n  f  e n  su b re g io n e s  Sv  S2, ■ •• , S m d o n d e  la p rim era  y  

seg u n d a  d eriv a d a s d e  la  so lu ció n  d e  la e cu a ció n  d iferen cia l tien en  

sig n o s  d eterm in a d o s . En ca d a  ca so  co n cre to , h a lla n d o  e s ta s  reg io n es 

p o d em o s co n stru ir  un  esq u em a d e l co m p o rta m ien to  d e  las cu rv a s  

in tegrales.

C o m o  e je m p lo , co n sid erem o s la e cu a c ió n  d ife re n cia l y' =  x  +  y .

La e cu a ció n  co rresp o n d ien te  d e la  cu rv a  ( J 0) e s  x  +  y  =  0 , ó  y  =  - x .  
C o m p ro b an d o  d irectam en te  v em o s q u e  la cu rv a  (J 0) n o  e s  u n a cu rv a  

in teg ral. E n  ca m b io , la  cu rv a  ( L ), cu y a  e cu a ció n  e s  y  +  s  +  l  = 0 ,  

s í  e s  u n a cu rv a  in teg ral d e  la e cu a ció n  d ad a  y, p o r  ta n to , n o  e s  una 

l ín ea  d e  p u n to s d e  inflexión .

L as rec ta s  ( J 0) y  (L )  d iv id en  e l  p la n o  (x , y ) e n  tre s  su b reg io n es 

(fig . 45 ): la  reg ió n  5 ,  (y' >  0 ,  y"  >  0 )  a  la  d erech a  d e  la  recta  ( J 0 ) ;  la 

reg ió n  S 2 (y' <  0 ,  y"  >  0 )  en tre  las re c ta s  (I0) y  (L ) ,  y  la  reg ió n  S 3 

(y1 <  0 ,  y"  <  0 )  a  la  izq u ierd a  d e  la  recta  ( L ).  L o s p u n to s  d e  la  recta  

(/0)  so n  p u n to s d e  m ín im o  d e  la s  cu rv a s  in te g ra le s . A  la d erech a  

d e  (J 0) las cu rv a s  in te g ra le s  crecen  y  a  la  iz q u ierd a , d ecrecen  (en  la  

figu ra 4 5  d e  izq u ierd a  a  d erech a). N o  h a y  p u n to s  d e  in flex ió n . A  la 

d erech a  d e la recta  (L )  las cu rv as so n  co n v e x a s  h a c ia  ab a jo , y  a  la 

iz q u ierd a , co n v ex a s h acia  arrib a . E l c o m p o rta m ie n to  g en era l d e  las 

cu rv a s  in teg ra les s e  ilu stra  e n  la  fig u ra  45.

N ó tese  e n  e s te  e je m p lo  q u e  la recta  in teg ra l (L ) e s  u n a  e sp e c ie  d e 

c u rv a  "d iv is o r ia " , p u esto  q u e  sep a ra  u n a  fam ilia  d e  cu rv a s  in teg ra les

m
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Capítulo  2. M étodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

d e la otra . Tales cu rvas se  suelen llam ar separatrices  (del térm ino 
latin o separator).

2. ¿Necesitan los ingenieros 
los teoremas de existencia 

y unicidad?

En la sección  anterior, al referim os a  las isoclinas y  líneas d e puntos 

d e  inflexión supusim os tácitam ente q u e  la ecuación diferencial consi­
derada tiene solución. La respuesta a la  pregunta sobre la  existencia 
y  la unicidad d e  las soluciones se  encuentra en los denom inados 

teorem as d e  existencia y  unicidad, im portantes no só lo  e n  la teoría, 
sino e n  la práctica.
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2. ¿Necesitan los ingenieros los teoremas de existencia y  unicidad?

La im portancia d e los teorem as d e existencia y unicidad radica en 

qu e n os dicen si tiene o  no sentido ap licar los m étodos cu alitati­
vos d e la teoría de las ecuaciones diferenciales en e l p roceso de 

resolución de problem as concretos (d e las ciencias naturales o de 

la técnica) cu yos m odelos m atem áticos contienen ecu aciones d ife­
renciales; tam bién son im portantes porque sirven d e base para la 

obtención de nuevos m étodos y  teorías. A  m enudo, las dem ostra­
ciones d e  los teorem as d e  existencia y unicidad tienen im plícitos 

m étodos de búsqueda aproxim ada d e  las soluciones con cualquier 

grado de precisión. Por esto  es que los teorem as d e existencia y 
unicidad juegan u n papel fundam ental tanto en la teoría cualitati­

va de las ecuaciones diferenciales com o en los m étodos num éricos 

d e resolución.

En la actualidad existe una gran  variedad d e m étodos num éricos 
d e resolución de ecuaciones diferenciales. A  pesar d e qu e estos 

m étodos tienen el defecto de que cada v ez  qu e se  aplican d an una 

sola solución num érica concreta —lo qu e restringe su  uso—, ellos 

so n  utilizados am pliam ente e n  la práctica. Señalem os, adem ás, que 
con  e l fin d e evitar interpretaciones y conclusiones erróneas en los 

procesos d e  integración num érica d e las ecuaciones diferenciales, ésta 
debe estar precedida por la verificación d e lo s  teorem as d e  existencia 

y  unicidad.

A ntes d e m ostrar d os ejem plos sen cillos21 qu e ilustran y  explican 
los com entarios anteriores, enunciem os una d e las variantes d e los 

teorem as d e existencia y unicidad.

2) R oberts  C . £ . ,  Jr, W h y  te a ch  e x is te n c e  a n d  u n iq u e n e s s  th e o r e m s  in  th e  f ir s t  c o u r s e  

in  o rd in a rv  d iffe re n tia l e q u a t io n s ?  // In t . J .  M a th . E d u c . S c i .  T e c h n o l. 1 9 7 6 . V .7 ,  N o 1. 

P 4 1 - 4 4 .
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Capítulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

Teorem a de existencia . Si la  función f ( x ,y )  de la  ecuación  (116) 
está definida y  es continua en cierta región acotada D del plano (x, y), 
entonces para todo punto  (x Q,y 0) 6  D  existe una solución y(x) del 
problem a d e valores in iciales31

=  /(*. y)~ » ( *o )  =  »o- <117)

definida en cierto intervalo que contiene el punto x 0.

Teorema de ex is tencia  y  unicidad. S i en cierta región acotada D  
del p lan o (x , y) la  función  f { x ,y )  d e la ecuación  (116) está definida, 
es continua y  satisface la  condición de Lipschitz

respecto a  la  variab le y, donde L  es una constante positiva, entonces 
para todo punto {x0,y 0) £  D existe una única solución y(x) del 
problem a d e valores iniciales (117) definida en cierto intervalo que 
contiene a l  punto x Q.

Teorem a de  pro longación. Bajo la s  condiciones del teorema de 
existencia o  del teorema d e existencia y unicidad, toda solución d e la 
ecuación  (116) con las condiciones iniciales (x0,y 0) 6  D, puede ser 
prolongada hasta un punto tan cercano com o s e  quiera d e la  frontera  
de la  región D. En el prim er caso la  prolongación no es necesariamente 
unívoca, mientras que en el segundo caso s i  lo  es.

3) U n  p ro b le m a  c o n s is te n te  e n  h a lla r  la  s o lu c ió n  d e  u n a  e cu a c ió n  d ife re n c ia l q u e  

sa t is fa g a  c ie r ta  condición in icial (e n  e s te  c a s o , la  co n d ic ió n  y (x o ) =  y o), s e  lla m a  

problem a d e valores iniciales  o  problem a d e Cauchy.
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2. ¿N ecesitan los ingen ieros los  teorem as d e  existencia y  un ic idad?

A h o ra  s í  v ere m o s un e jem p lo . R eso lv er e l  p ro b lem a d e  v a lo res 

in icia les

y  2 / (- l )  =  0 ,2 1 , (118 )
y

e n  e l in terv a lo  [ - 1 , 3 ]  p o r  e l  m é to d o  ite ra tiv o  d e  E u ler 

J/(+i = y i +  h j [ x i , y i )

co n  p a so  h  =  0 ,1 .

La e cu a ció n  y 1 =  —  sirv e  d e  m o d elo  d iferen cia l, e n tre  o tro s , al
y

p ro b lem a q u e  s e  ex am in ará  e n  la p á g in a  1 4 0  y  q u e  e s tá  re la c io n a d o  

a  u n  sistem a co n serv a tiv o  co n stitu id o  p o r  u n  c u e rp o  q u e  s e  m u ev e 
sig u ien d o  tra y ecto ria s  h o rizo n ta les  e n  e l v a c ío  b a jo  la  a cc ió n  de 

reso rtes  lineales.

Para reso lv er e l  p ro b lem a (118) p o r  e l m é to d o  d e  E u le r  se  p u ed e  
escrib ir  u n  p ro g ram a e n  a lg ú n  le n g u a je  d e  p ro g ra m a ció n  o  u tiliz a r 

u n o  d e  lo s  m u ch o s  p ro g ra m a s m a tem á tico s d isp o n ib le s  en  e l  m ercad o . 

En ú ltim a in stan cia  se  p u ed e  a cu d ir  a u n  p ro ceso  m a n u a l. E n  tod o 
ca so  o b te n d re m o s u n a tab la  c o m o  la sig u ien te :

X -1 ,0 - 0 ,9 - 0 ,8 - 0 ,7 - 0 ,6 - 0 ,5 - 0 ,4 - 0 ,3 - 0 ,2

y(x) 0,210 0,686 0,817 0,915 0,992 1,052 1,100 1,136 1,163

X -0 ,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

y(x) 1,180 1,188 1,188 1,180 1,163 1,137 1,102 1,056 1,000
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Capítulo 2. M étodos cualitativos de  análisis de modelos diferenciales

X o » 0,9 1,0 1,1 U U 1,4 13 1,6

y ( 2 ) 0,930 0,844 0,737 0,601 0,418 0,131 -0 ,859 -0 ,6 9 6 -0 ,480

X 1,7 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2 3 2,4

y(*) -0 ,146 1,014 0,837 0,609 0,281 -0 ,465 0,007 -31,625

En la figura 4 6  se  ilu stran  los resultados.

R em itám onos ahora al teorem a d e  existencia . La función f { x ,  y ) =  —

d el problem a d e  valores in icia les (118) está  definida y es continua en 
tod o e l p lano  (x , y ) ,  sa lv o  e n  lo s  pu ntos d el eje O x .  Por consiguiente,
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2. ¿Necesitan los ingenieros los teoremas de existencia y  unicidad?

conform e al teorema de existencia, existe una solución y {x )  del 
problem a inicial (118) definida en cierto intervalo que contiene al 
punto £ 0 =  — 1 ; de acuerdo con e l teorem a de prolongación, dicha 

solución puede ser prolongada hasta un valor y(x) cercano a y{x )  =  0.

El m étodo d e Euler nos perm itió hallar una solución del problem a 
de valores iniciales (118) en cierto intervalo (a , b) (donde a  <  - 1  

y  1 3  <  b  <  1/4). N o obstante, e l intervalo real d e existencia de la 
solución del problema inicial (118) se p u ede establecer partiendo de 

las características concretas d e la ecuación diferencial. D e hecho, por 
cuanto la  ecuación es d e variables separables, tenem os

Se puede apreciar que la solución del problem a (118) existe solam ente 

en e l intervalo abierto |x| <  >/l,0441 % 1,0218.

De este m odo, gracias al teorema de existencia (y al teorem a de 
prolongación) pudim os elim inar e l intervalo donde e l problema 

d ado no tiene solución. Esto m uestra qu e utilizando solam ente 
la integración numérica podem os llegar a resultados incorrectos. 

Lo qu e ocurre en este ejem plo es que cerca del eje x  la pendiente 
d e la solución y  =  y{x) se  aproxim a m ucho a 180°. A causa de 
esto, m ientras la variable independiente x  cam bia 0,1 unidades, la 

función y  logra "sa lta r"  al otro lado del e je  x  y  cae  sobre una curva 
integral diferente de la inicial. Esto sucede porque en cada iteración

v X

Integrando hallam os la solución

y  =  v^l.0441 -  z 2.
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Capitu lo 2. Métodos cualitativos de análisis de  modelos diferenciales

e l m étodo d e Euler considera únicam ente la pendiente en e l punto 

analizado.

El e jem p lo  siguiente es aún m ás aleccionador.

Resolver e l  problem a d e valores iniciales

y  =  y { -\ )  =  - 1  (119)

e n  e l intervalo ( -1 ,1 1 , prim ero p o r e l m étodo d e Euler con  paso h  =  0,1 

y, después, por e l m étodo m ejorado d e Euler, con  e l m ism o paso.

R ecordem os que la sucesión de aproxim aciones d el m étodo m ejorado 

d e Euler se  calcula con  la fórm ula recurrente

yM=v¡ + hf(xMvy¡+\n>'

donde

.  h J(* i*y ¡)  
y,-+i/2 =  y  i +  — 2— ‘

La tabla siguiente presenta los resultados obtenidos por el m étodo 

d e Euler:

X -1 ,0 -0 ,9 - 0 3 -0 ,7 -0 ,6 - 0 3 -0 ,4

y»(*) -1 ,000 -0,7000 -0 ,460 -0,275 -0,138 -0,045 -0,008

X - 0 3 - 0 3 -0 ,1 0,0 0,1 0 3 0 3

y\(x) -0 ,016 0,007 -0,005 0,000 0,000 0,003 0,011
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2. ¿Necesitan los ingenieros los  teoremas de existencia y  unicidad?

X 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

yi(*) 0,031 0,068 0,129 0,220 0347 0316 0,732

En la figura 4 7  se  puede ap reciar la  so lu ción  ap roxim ad a d el proble­

m a (118).

L os cá lcu lo s corresp on d ientes al m éto d o  m ejorad o d e  E u le r  se  exp o­

nen e n  la tabla siguiente:

x -1,0 -0,9 -0,8 -0,7 -0,6 -0 3 -0,4
-1,000 -0,730 -0314 -0,346 -0,219 -0,129 -0,068

X -0 3 -0 3 -0,1 0,0 0,1 03 03

yj(*) -0,031 -0,012 -0,004 -0,002 -0,004 -0,013 -0,033

X 0,4 03 0,6 0,7 03 0,9 1,0

in(*) -0,071 -0,133 -0,225 -0352 -0,522 -0,739 -1,010

El gráfico d e la  so lución  obten id a  p o r e l  m éto d o  m ejo rad o  d e 

Euler se  m uestra e n  la figu ra 48. U n  hecho aso m b ro so q u e  se 

percibe inm ediatam ente es la  gran  diferencia e n tre  las so lucion es 

rep resentadas en las figu ras 4 7  y 48.

C on el ob jeto  d e aclarar la cau sa d e tal d iferen cia , in teg rem os la 

ecu ación in icial. Separand o las variab les, tenem os
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2. ¿Necesitan los ingenieros los teoremas d e  existencia y  unicidad?

j  v-'/3dr, = 3  J í di.
-1

d e  d on d e

A qu í se  v e  claram ente q u e  co n  e l m étodo d e Euler ap ro x im am os la 
función y , ( i )  =  x 3, m ientras q u e  co n  e l m éto do m ejo rad o d e Euler, 
la función

s i  a; ^  0 ,
s i  x  >  0.

P ero tanto  y , co m o  y 2 so n  so lu cion es d e l p ro b lem a in icial (119), así 
q u e  e n  e l  in tervalo  [1 , - 1 J  la  so lu ción  d e  este  p ro b lem a n o  e s  única.

U tilizand o ahora e l teorem a d e  existen cia  y  u n icid ad , lo  p rim ero  qu e 
no tam o s e s  q u e  el problem a (119) tien e  so lu ció n  e n  c ie rto  in terv alo  que 
co n tien e al p u nto  x 0 =  - 1 ,  p u esto  q u e  la fu n ció n  f ( x ,  y )  =  3 x ty y  es  
continua e n  tod o el p lan o  (x ,  y ). P o r  e l teorem a d e p ro lon gació n , dicha 
so lu ción  se  p u ed e p ro lon gar e n  u n  intervalo  cu alq u iera . A dem ás,

co m o  ^  ^  =  xy~ 2^ ,  la fun ció n  f ( x , y )  =  3 x ^ /y  sa tisface  la
d y

cond ició n  d e  L ipschitz resp ecto  a  la  variab le  y e n  tod a  reg ión  q u e  no 
contenga p u n tos d e l e je  x .  S e  p u ed e  d em o stra r q u e  la fu n ció n  f ( x ,  y) 
n o  satisface  la  co n d ició n  d e  L ip sch itz  e n  reg ion es q u e  co n tien en  
pu n tos d e l e je  x .  R esu m iend o, del teorem a d e existen cia  y  un icidad  
(y  d e l teorem a d e p ro lon gació n) se  d ed u ce  q u e  la so lu ción  d el 
problem a (119) s e  p u ed e p ro lon gar d e  m anera ú n ica, a l m en o s hasta 

e l e je  x .  S in  em barg o , ya q u e  la recta  y  =  0  e s  u n a so lu ción  sin gu lar 
d e la  ecu ació n  d iferen cia l y ' =  3 x ty y ,  ap en as y  se  igu ale  a cero,
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2 . M étodos cualitativos de  análisis de m odelos diferenciales

la so lu ció n  d e l p ro b lem a (119) ya no podrá ser p ro lon gad a d e  m anera 
ún ica  m ás a llá  d e l p u n to  0 ( 0 ,0 ) .

A sí p u es, co n  a y u d a  d e l teorem a d e existen cia  y  u n icidad  (y del 

teorem a d e p ro lon gació n ) p u d im o s in terp retar correctam en te los 
resu ltad o s d e  la  a p lica c ió n  d e l m éto d o  n u m érico  d e  Euler. C oncre­

tam en te , co n clu im o s q u e  só lo  e n  e l  in tervalo  ( - 1 , 0 ]  e l problem a de 

v a lores in ic ia les  (119) tien e  u n a so lu ción  única.

u n o  d e  cu y o s c a so s  p articu lares es la  ecu ación  d iferencial d e segu nd o 

o rd e n  o b ten id a  en la p ág ina  6 6  cu a n d o  an alizam o s e l p ro b lem a del 

relo j d e  pén d u lo .

L a e cu a ció n  (120) tam b ién  s irv e  d e  m od elo  d iferen cia l d e  un  sistem a 

d in á m ico  s im p le  co n stitu id o  p or una p artícu la  d e  m asa un idad  qu e 
se  d esp laza  a  lo  la rg o  d e l e je  x  (fig. 49 ) b a jo  la acció n  d e una 

/  d x  \ d x
fu erza  / 1 x ,  —  J  A  cad a p a r  d e  valores d e  las m agn itu d es x  y  —

q u e  caracterizan  e l estad o  del sistem a e n  to d o  instan te , le  corresp on d e

3. In terp retación  dinám ica 
de las ecuaciones d iferenciales 

de segundo orden

C o n sid erem o s la e cu a ció n  d iferen cia l n o  lineal
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3. In terpretación dinámica de las ecuaciones de segundo orden

d s
d i

O O x

F ig .  4 9 Fig. 50

un p u n to  d el p lan o  d e estados  o  p la n o  d e  f a s e  ^ x ,  —  J  (fig . 50).

El p lan o  d e  fase e s  una rep resentación  d el co n ju n to  d e  to d o s los 

estad o s p o sib les d el sistem a d in ám ico , con  la p ro p ied ad  d e  qu e 

a  cad a  n u ev o e sta d o  d el sistem a le  co rresp o n d e u n  p u nto  d iferen te 

del p lan o  d e fase. A sí p u es, a la  variación  d e estad o s d e  u n  sistem a 

se  le  p u ed e poner e n  corresp on dencia  e l m ovim ien to  d e  c ierto  p u nto  
e n  e l  p lano  d e fase. Tal p u nto  recibe e l no m bre d e pun to  im agen . 
La trayectoria  d el p u nto  im agen se  d en om ina trayectoria d e  f a s e  y  la 

velocidad  d el p u nto , v elo c id ad  d e  fa s e .

dx
M ed iante  e l  cam bio  d e v ariab les y  =  —  la ecu ación  (120) se  reduce

dt
al sistem a d e  d o s ecu aciones d iferenciales

C o nsid eran d o la variab le  t co m o  un parám etro , la so lu ción  d el 

sistem a (121) e s  un  p ar d e  fu n ciones x (t), y(t)  q u e  d eterm in an  cierta 

cu rv a  (trayectoria d e  fa s e )  en  e l p lan o  d e  fase  (x , y).

( 121)

E l sistem a (121), a l igual qu e e l sistem a m ás general
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C a p ítu lo  2 . M étodos  cualitativos d e  análisis de m odelos d iferenciales

d o n d e  las fu n cio n es X  e  Y  so n  co n tin u a s ju n to  c o n  su s d eriv ad as 
p a rc ia les  e n  c ie rta  re g ió n  D ,  s e  ca ra c ter iz a  p o r  la p ro p ied ad  sigu ien te : 

s i  x ( t ) ,  y (t)  e s  so lu c ió n  d e l s iste m a  (1 2 1 ), en to n ces

x  =  x ( t  +  C ) ,  y  =  y (t  +  C ) ,  (123)

d o n d e  C  e s  u n a  co n sta n te  a rb itra r ia  rea l, tam b ién  e s  so lu c ió n  d e  (121). 
S in  e m b a rg o , a  to d a  la fam ilia  d e  so lu cio n e s  d e  (123) le  co rresp on d e 
u n a so la  tra y e cto ria  e n  e l p la n o  d e  fase  (x ,  y ) .  E s m ás, d o s tray ecto rias 
d e  fase  c o n  p u n to s co m u n es co in cid en . P or o tra  p arte , al crecim ien to  

y  d e cre c im ie n to  d e l p arám etro  t  le  co rresp o n d en  se n tid o s  d iferen tes 
d e  m o v im ie n to  d e l p u n to  im a g en  p o r  s u  tray ecto ria . D ich o  d e  otra 
form a, la  tra y e cto ria  d e  fase  e s  u n a cu rv a  o rien tad a . En las fig u ras 

e s te  h e ch o  se  ilu stra rá  c o n  a y u d a  d e  flech as so b re  lo s  g rá fico s  d e las 
tra y e c to r ia s  d e  lo s  p u n to s im ag en .

L o s s is te m a s tip o  (122) p erten ecen  a  la  fam ilia  d e lo s  d en o m in ad o s 

s istem as d ife ren c ia les  au tón om os o  s istem as d iferen c ia les  estac ion arios , 
q u e  n o  so n  m á s q u e  s is te m a s d e  e cu a c io n e s  d iferen cia les o rd in a­

rias co n  se g u n d o s m ie m b ro s  q u e  n o  d e p e n d e n  ex p líc itam en te  d el 
t iem p o  t.  S i a l m en o s u n o  d e  lo s  seg u n d o s m iem b ro s d e l sistem a 
d e p e n d e  e x p líc ita m e n te  d e l tiem p o  t ,  e l sistem a s e  d en om in a  sistem a  
n o  au tón om o  o  s is tem a  n o  estacion ario .

A  ca d a  so lu c ió n  p erió d ica  n o  co n sta n te  x (t )  d e  la ecu ación  (120) 

le  co rre sp o n d e  u n a  cu rv a  s im p le  ce rra d a  (una cu rv a  ce rra d a  sin 
a u to in te rse cc io n e s) e n  e l  p la n o  d e  fase  (x , y ).  E l rec íp ro co  d e  esta 
a firm a ció n  ta m b ié n  e s  cierto .

S u p o n g a m o s q u e  e l sistem a d ife re n cia l (122) e s tá  d a d o  e n  to d o  el 

p la n o  (x ,  y ). E n to n ce s , e n  g e n e ra l, las tra y ecto ria s  d e  fase  cu b ren  
co m p le ta m e n te  e l p la n o  d e fase  sin  co rta rse  la  u n a c o n  la otra.

m
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3. In terpretación dinám ica d e  las ecuaciones d e  segundo orden

En ca so  d e q u e  e n  c ie rto  p u n to  A/0(x 0, y0) s e  cu m p la n  las ig u ald ad es

X (x 0, y 0) =  Y {x 0,y 0) =  0,

la tray ectoria  d eg en era  e n  u n  p u n to . A  lo s  p u n to s co n  esta  prop iedad  

se  les  d en o m in a  pun tos singu lares. E n  a d e la n te  tra tarem o s básica­

m en te  c o n  p u n to s sin gu lares a islad o s. U n  p u n to  sin gu lar M 0(x0, y0) 
s e  llam a a is la d o  si s e  p u ed e  in d icar un  e n to rn o  d o n d e  é l  e s  e l  único 

pu nto  singular.

Todo p u nto  M 0(x 0, 0 )  d o n d e  y  =  0 ,  f { x 0, 0) =  0 ,  e s  un  p u n to  sin gu lar 

d e  la  e cu a ció n  (120). D esd e el p u nto  d e v ista  d e  la  fís ica , e s te  p u nto  

sin gu lar co rresp o n d e  al e sta d o  d e  una p artícu la  d e  m asa un idad

d x  d y  d2x
co n  velocid ad  —  y  ace leració n  —  =  — =- ig u a le s  a c e ro  sim u ltá-

d t  d t d t *■
neam en te. D ich o  d e  o tro  m od o, co rresp o n d e  a  u n  e sta d o  d e  rep oso  

(d e eq u ilib rio ) d e  la p artícu la . P or esta  razón , lo s  p u n to s sin gu lares 

tam b ién  s e  co n o c e n  c o m o  pu n tos d e  rep oso  o  pu n tos d e  equ ilib rio .

P u esto  q u e  los estad o s d e  e q u ilib rio  d e  un  sistem a físico  caracterizan  

lo s  p u n to s sin gu lares d e  su  e sta d o , la c la sifica c ió n  y  e l e stu d io  d e  
tales p u n to s ocu p an  un lu g a r d e stacad o  e n  la teo ría  d e  las ecu acion es 

d iferen ciales.

El p ro b lem a d e  la  c la sifica c ió n  y e l e s tu d io  d e  lo s  p u n to s sin gu lares 
d e  lo s  s istem as d iferen cia les tip o  (122) tien e  s u s  o ríg en es e n  la  teoría 

d e  las v e lo c id a d es y  a ce leracio n es d e  lo s  líq u id o s , y  fu e  co n sid era d o  

co n  d eta lle  p o r p rim era  v e z  p or e l c ien tífico  ru so  N . E . Z h u k o v sk i 
e n  su tesis d e  m aestría  "C in em á tica  d e  los cu e rp o s  líq u id o s "  (1876). 

L o s no m bres d e los d iferen te s  tip os d e  p u n to s s in g u la res  fueron  

p ro p u e sto s in ic ia lm en te  p o r e l m atem ático  fra n cés H . P oincaré.
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Capítulo 2. M étodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

Tratem os d e estab lecer q u é  significado físico se  le pu ede atribuir 

a las trayectorias d e fase y  a los puntos singulares de los sistem as 
d iferenciales tip o (122). Para u n a m ejor com prensión, introduzcam os 

u n cam p o vectorial bid im ensional (fig. 51) defin id o p o r la función

V ( s ,  y ) =  X (x , y ) i  +  Y {x , y) j,

d o n d e i y j  son  los versores (vectores unitarios) d e  los e jes de 

coord enad as cartesian as x  e y , respectivam ente. Este cam po tiene 
d o s com p onentes en tod o punto P {x ,y ) :  una horizontal X {x ,y )

d x  dy
y  una vertical Y {x ,y ) .  Puesto q u e  —  =  X (x , y) y —  =  Y (x ,y ) ,

el vector ligado a  tod o punto n o  singu lar P {x , y )  es  tangente a  la 

trayectoria d e  fase en d ich o punto.

S i interpretam os la variable t com o el tiem po, en tonces al vector V  se 

le  pu ede asignar e l papel d e vector d e  velocidad d el m ovim iento del 
p u n to  im agen a lo  largo d e la  trayectoria. De esta m anera, podem os 

consid erar qu e tod o e l plano d e fase está co lm ado d e  puntos im agen y 

q u e  una trayectoria d e fase es la huella que deja cierto  punto imagen 

e n  m ovim iento . C om o resultado de tal interpretación llegam os a  una 

analog ía  con  e l m ovim iento plano d e un  líquido incom presible. 
D ado que e l sistem a (122) es autónom o, e l vector V  en cada punto 

fijo P (x , y )  no cam bia con  e l tiem po, por lo  qu e e l m ovim iento del 

líqu ido e s  estacionario. Las trayectorias d e fase son, entonces, las 

trayectorias d e m ovim iento  d e  las partícu las d el líqu ido, y los puntos 

sin gulares O , O', O "  (fig. 51) representan partícu las inm óviles.

L os hechos m ás característicos del m ovim iento representado en la 

figura 51 son:

1) la  existen cia d e  pu ntos singulares;

2) la variedad  d e las trayectorias cerca d e los puntos singulares;
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3) la existencia sim ultánea d e puntos estables e  inestables;

4) la presencia de trayectorias cerradas, qu e e n  este caso corres­
ponden a m ovim ientos periódicos.

Las características qu e acabam os d e enum erar constituyen la parte 
m ás im portante del retrato d e fa s e ,  que no es más qu e el cuadro 
com pleto del com portam iento de las trayectorias d e fase del sistem a 
general (122). Debido a que, com o se  indicó antes, m uchas ecu acio­

nes diferenciales no se  integran m ediante funciones elem entales, el 
objetivo d e la teoría cualitativa d e  las ecuaciones diferenciales del 
tipo (122) es procurar construir un retrato d e fase lo  m ás com pleto 
posible a partir d e las funciones X (x , y )  e  Y (x , y).

4. Sistemas mecánicos conservativos

Es bien  sabido d e la práctica que en los sistem as d inám icos reales 
la energía se  disipa. Com únm ente, la d isipación d e energía es 

ocasionada por algún tipo d e  rozamiento. Al m ism o tiem po, en 
algunos caso s concretos la  d isipación ocurre tan lentam ente qu e la 
podem os despreciar si nos lim itam os a considerar un  intervalo de
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C a p ítu lo  2 . M é to d o s  cua lita tivos d e  aná lis is  d e  m od e lo s  d iferencia les

t ie m p o  n o  m u y  p ro lo n g a d o . E n  e s o s  c a so s  co n c re to s , a l es tu d ia r  

e l  s is te m a  d in á m ic o  s e  p u e d e  a s u m ir  q u e  s e  c u m p le  la  le y  d e 

c o n s e r v a c ió n  d e  la  e n e rg ía , e s  d ecir , q u e  la  su m a  d e  la s  e n e rg ía s  

c in é tic a  y  p o te n c ia l e s  c o n sta n te . L o s s is te m a s  c o n  e s ta  p ro p ied ad  

s e  d e n o m in a n  co n serv a tiv o s .  S e  p u e d e  c o n s id e ra r  c o n se rv a tiv o , e n tre  

o tro s , e l  g lo b o  te rrá q u e o  e n  ro ta c ió n  si s e  to m a  u n  in te rv a lo  d e 

t ie m p o  d e  u n o s  p o c o s  a ñ o s . P e ro  s i  e s tu d ia m o s s u  m o v im ie n to  

d u ra n te  v a r io s  m illo n e s  d e  a ñ o s , se rá  n e ce sa rio  te n e r  e n  cu e n ta  la 

d is ip a c ió n  re la c io n a d a  c o n  la s  m a re a s  e n  lo s  o c é a n o s  y  m ares.

U n  e je m p lo  e le m e n ta l d e  s is te m a  c o n se rv a tiv o  e s  e l s is te m a  fo rm ad o  

p o r  u n  c u e rp o  d e  m a sa  m  q u e  s e  m u e v e  h o riz o n ta lm e n te  e n  e l 

v a c ío  b a jo  la  a c c ió n  d e  d o s  re s o rte s  (fig . 52 ). D e n o te m o s c o n  x  e l 

d e s p la z a m ie n to  d e l c u e rp o  re s p e c to  a  la  p o sic ió n  d e  e q u ilib rio  y 

s u p o n g a m o s  q u e  la fu e rz a  q u e  lo s  re s o rte s  e je rc e n  so b re  e l  cu e rp o  

{fu e r z a  re s ta u ra d o ra )  e s  p ro p o rc io n a l a  x .  E n to n ce s  la  e cu a c ió n  d e 

m o v im ie n to  e s

L o s  re s o r te s  d e  e s te  t ip o  s e  lla m a n  re so rtes  l in ea le s , d e b id o  a  q u e  la 

fu e rz a  re s ta u ra d o ra  e s  u n a  fu n ció n  lin e a l d e  a;. S i e l  c u e rp o  o sc ila  en 

u n  m e d io  q u e  o p o n e  u n a  fu e r z a  res is ten te  p ro p o rc io n a l a  la  v e lo c id a d  

d e l m o v im ie n to , e n to n c e s  la  e cu a c ió n  d e  m o v im ie n to  d e l s istem a  

c o n s e r v a tiv o  es

m m M m m
x %

Fig. 52

d2x
m — -  +  k x  =  0 ,  k  >  0.
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4. Sistem as m ecánicos conservativos

d2x  d x
m — + c — + / :x  =  0 , c >  0. (124)

É ste e s  u n  caso  d e m ov im ien to  am o rtig u a d o , p u esto  q u e  la fuerza
d x

resisten te  es una fu n ció n  lineal d e la  v elo cid ad  — .
dt

E n  g en era l, u n a ecu ación  d e  la form a

d2x  (  d x  \

v + s U ) + / (I ,= 0 ' (125)

d on d e /  y  g  so n  fu n cio n es a rb itrarias ta les q u e  /(O) =  0  y  <7(0) =  0 , 

se  p u ed e in terp retar c o m o  la ecu ació n  d e  m o v im ien to  d e  un  cu erp o  
d e m asa m  so m etid o  a  la acción  d e u n a fuerza restau rad ora  f { x )

f  d x \
y  u n a fu erza resisten te  - g  I —  I . En g en eral, e stas  fu erz a s n o  son 

lineales, d e  m anera q u e  la ecu ació n  (125) s e  p u ed e co n sid era r co m o  

la ecu ación  fu n d am ental d e la m ecán ica  n o  lin eal.

Estu d iem os b rev em en te e l  sistem a co n serv ativ o  esp ecia l s in  fuerza 

resisten te  d escrito  p o r la  ecu ación

C o m o la fu erza res is te n te  e s  igual a  cero , p o d em o s su p o n e r q u e  no 
h a y  d isip ació n  d e  en erg ía . D e  la ecu ación  (126) se  p u ed e  p a sa r  al 

sistem a au tón om o
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C apítu lo  2. M étodos cualitativos de análisis de  m odelos d iferenciales

E xclu y en d o  el tiem p o  t d e l sistem a (127) o b ten em o s la ecu ación  de 

la  tray ecto ria  d e l sistem a e n  e l  p lano  d e  fase:

=  - M .  (128)dx my
S e p a re m o s las variab les:

my dy = -  f{x) dx. (129)

S u p o n ie n d o  q u e  y = y0 y  x = x0 p ara  t =  t0, d esp u é s d e in teg rar la

e cu a ció n  (127) d esd e  t0 hasta  t ob ten em o s

XJmy2 -  =  -  J  / « )  d i,

*0

o , lo  q u e  e s  lo  m ism o,

X  X o

m̂ y 2 +  J  / ( í )  d {  =  I m j j *  +  J J ( x ) d x .  (130)

1)

2

C o m o  - m y 2 =  \ m  ( ^  ) e s  la fórm u la  d e la  energía c inética  del 
2  2  \  dt )

sistem a  d in á m ico  y

X

V (x ) =  j  / ( { ) d í  (131)

0
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4. Sistemas mecánicos conservativos

es la energía potencial, podem os afirm ar que la ecu ación (130) expresa 

la  ley d e conservación d e la energía:

U n y 2 +  V (x )  =  E ,  (132)

d onde E  =  — +  V (x 0) e s  la energía total d el sistem a. L a ecu a­

ción (132) es la ecuación d e las trayectorias d e  fase d el sistem a (127), 

p ues se  obtuvo d e integrar la ecuación diferencial (128). D e esta 
m anera, a  d iferentes valores d e E  le  corresp on den d iferentes curvas 
d e energía constan te e n  el plano d e  fase. L os puntos singu lares del 

sistem a (127) son  los puntos M ¥(xv,Q), d onde x v so n  las raíces de 
la ecu ación / (x )  =  0 . C om o se estab leció  antes, los pu ntos singula­

res son  los pu ntos d e reposo del sistem a d inám ico descrito p o r la 
ecu ación (126). De la ecuación (128) se  d ed u ce que las trayectorias 
d e fase cortan perpendicularm entc al e je  x  y horizontalm ente a  las 

rectas x  =  x „ . A dem ás, la ecuación (132) m uestra qu e las trayectorias 
d e fase son sim étricas respecto a l e je  x .

Escribiendo la ecu ación (132) en la  form a

y  =  V ( i ) ) ,  (133)

resulta fácil constru ir las trayectorias d e fase. En efecto , introduzcam os 
en  nuestro análisis e l "p lan o  d e balance d e  e n erg ía " (x ,  z ),  cu y o  e je  z 
se  encuentra en la m ism a vertical qu e e l  eje y  d e l p lano d e fase 
(fig. 53). Representem os e n  e l p lano (x , z)  la función z  =  V {x) 
y varias rectas horizontales z — E  (en la figura 53 s e  m uestra una 
d e ellas). Indiquem os en la figura e l valor d e la d iferencia E  -  V(x).

Segu idam ente m ultiplicam os E  -  V (x)  p o r — ,  lo  cu al perm ite
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C apítu lo  2 . M étodos cualitativos d e  análisis d e  m odelos d iferenciales

calcu lar los v a lo res  d e  y  a 

p a rtir  d e  la fórm u la  (133) y 

co n stru ir su  g rá fico  e n  e l pla- 
dx

n o  d e fase. C o m o  —  =  y , 
dt

la  d irección  p o sitiv a  a  lo  lar­

g o  d e to d a tray ectoria  c o ­

rresp o n d e al m ov im ien to  del 

p u n to  im ag en  d e  izqu ierda 

a  d erech a  p o r en cim a del 

e je  x ,  y d e  d erech a  a izqu ier­

d a  p o r  d ebajo .

L o s razo n am ien to s g en erales 

q u e  aca b a m o s d e  exp o n er 

p erm iten  in v estig ar la  ecu a­

ció n

d x—  +  k  se n  x  =  0 
d t-

(134)

d e l m o v im ien to  d e  un  p én d u lo  e n  u n  m ed io  sin  resisten cia , d o n d e  k  
e s  u n a co n sta n te  p o sitiv a  (v éa se  la  p ág ina  66).

L a e cu a c ió n  (134) e s  un  ca so  p articu la r d e  la  ecu ació n  (126). P or 

co n sig u ie n te , p o d e m o s co n sid era r q u e  e lla  d escrib e  e l  m ovim ien to  

rec tilín eo  s in  res is te n cia  d e  u n a m asa  u n idad  b a jo  la acció n  d e  u n  

reso rte  n o  lin eal co n  fu erza  restau rad ora  - k s e n x .  En este  caso , e l 

sistem a au tó n o m o  co rresp o n d ien te  a la  ecu ación  (134) es
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Aquí los puntos singulares son (0 ,0 ) , (±?r, 0 ), (± 2 ir , 0), . . y  la 

ecuación diferencial d e las trayectorias d e fase tiene la forma

d y  _  k s e n x  

dx  y

Separand o variables e  integrando, obtenem os la ecu ación  d e  las 
trayectorias d e fase:

^j/2 +  k (  1 -  eos x )  =  E ,

la cual es u n  caso  p articu lar d e la  ecu ación (132) para m  =  1. 

La energía total dada p or la  fórm ula (131) es

z

V {x) =  J  d£ =  k ( \ - e o s  x).

o

C onstru yam os e n  el p lano (x , z ) e l gráfico d e  la función z  =  V(x) 
y  varias rectas z  =  E  (en la figura 54 se  presenta só lo  la  recta 

z  =  E  =  2k ).  C alculando los valores E  -  V (x )  pod em os luego 
esbozar e l cuadro del com portam iento d e  las trayectorias e n  e l plano 

d e fase utilizando la fórm ula

y  =  ± s / 2 { E - V { x ) ) .

El retrato de fase obtenido (fig. 54 ) m uestra que si la energía E  
cam bia d e 0  a 2 k ,  en tonces las trayectorias d e fase respectivas 

resultan cerradas y  la ecu ación (134) tiene soluciones periódicas. 

Por otra parte, si E  >  2 k ,  las trayectorias d e fase correspondientes 
no son cerradas y  la ecuación (134) n o  tiene so lu cion es periódicas.
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C ap itu lo  2. M étodos cualitativos de  análisis de m odelos diferenciales

A l v a lor E  =  2 k  e n  e l p lano  d e  fa se  le  co rresp o n d e  u n a trayecto­

ria d e  fase  q u e  sep a ra  d o s tip o s d e  m ov im ien to  d iferen tes (e s  una 

sep aratr iz ). Las tra y ecto ria s  d e  fa se  on d u la d a s s itu ad as fuera d e  la 

sep a ra triz  co rre sp o n d e n  a lo s  m o v im ien to s d e  ro tac ió n  d el pén d u lo , 

m ie n tra s  q u e  las tray ecto rias ce rra d a s  q u e  se  en cu en tran  e n  las re­

g io n e s  lim ita d a s  p o r  las se p a ra trice s  co rresp on d en  a lo s  m ovim ientos 

oscila to rios.

E n  la fig u ra  5 4  s e  p u ed e  v e r  q u e  e n  los en to rn o s d e  los p u n tos 

sin g u la res  ( ± 2 t t m ,  0 ) , m  =  0 , 1 , 2 , . . el  co m p o rtam ien to  d e las tra­

y ecto ria s  d e  fa se  s e  d iferen cia  d e l co m p o rtam ien to  d e  las trayectorias 

d e fase  e n  lo s  e n to rn o s  d e  lo s  p u n to s ( ± ( 2 n  -  1 ) t ,  0 ) ,  n  =  1 , 2 , . . .  .
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4. Sistemas m ecánicos conservativos

So b re  la  clasificac ió n  d e  lo s  p u n to s sin gu lares tra tarem os m á s  ad e­
lante. P or e l m om en to  só lo  d irem o s q u e  lo s  p u n to s (± 2 7 rra , 0 ) ,  m  =  
0 , 1 , 2 , . . d e  este  e jem p lo  p erten ecen  al g ru p o d e  lo s  lla m a d o s cen ­
tros, m ien tras q u e  lo s  p u n to s sin gu lares ( ± ( 2 n  -  1 ) jt , 0 ) ,  n  =  1 , 2 , . . . ,  
so n  pun tos d e  s il la .  U n  p u n to  sin gu lar d e l s istem a  d iferen cia l a u tó n o ­
m o (122) s e  d enom in a centro  si ex iste  a lg ú n  e n to rn o  su y o  d en sam en te  
p o b lad o  d e  tray ectorias d e  fase q u e  lo  ro d ean  y  q u e  no se  co rta n  la una 
co n  la otra . S e  llam a pun to  d e  s illa  a  to d o  p u n to  s in g u la r h ac ia  e l cu a l 
co n v erg e  un  n ú m ero  fin ito  d e  tray ectorias d e fase  q u e  d iv id e n  c ierto  
en to rn o  d el p u nto  e n  reg ion es d o n d e  las tray ecto rias s e  co m p o rtan  
c o m o  u n a fam ilia d e  h ip érb o las d efin id as p o r  la  ecu ació n  x y  =  co n st.

V eam os ah o ra  c ó m o  influ ye u n a resistencia  lineal e n  e l co m p o rta ­
m ien to  d e las tra y ecto ria s  d e  fase  d e  u n  sistem a co n serv ativ o . E n  este 
caso , la  ecu ació n  d iferen cia l d e l p én d u lo  es

d2x  d x
—  +  c - — + k s e n x  =  0 , c  >  0.
d t- dt

S i la  resisten cia  e s  su ficien tem en te  p eq u eñ a c o m o  p ara  p erm itir  q u e  el 
p én du lo o scile  resp ecto  a  la  p osición  d e eq u ilib rio , s e  p u ed e  m ostrar 
q u e  las tray ectorias d e fase  s e  co m p o rtan  c o m o  e n  la figu ra 55. Si 
la  resistencia  n o  d eja  o sc ila r al p én d u lo  a lre d e d o r d e  la p o sic ió n  d e 
equ ilib rio , en to n ces las tray ecto rias d e  fase  ten d rán  la form a q u e  se 
m uestra e n  la  figu ra 56.

C o m p aran d o  e l  re trato  d e  fase  d e  un  sistem a co n serv ativ o  co n  los 
d o s ú ltim o s re tra to s d e  fase , v em os q u e  los p u n to s d e  s illa  s ig u en  
sie n d o  p u n tos d e s illa  (estam o s co n sid era n d o  e n to rn o s  su fic ien te ­
m en te  p eq u eñ o s d e  lo s  p u n tos sin gu lares), en  ca m b io  e n  los en to rn o s 
d e lo s  p u n tos ( ± 2 * m , 0 ) ,  m  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  las tray ectorias d e  fase 
cerrad as s e  co n v ierten  e n  esp ira les cu a n d o  la resistencia  e s  p eq u eñ a,

www.FreeLibros.me



Fig. 55

y  e n  tra y e c to r ia s  q u e  "e n tr a n "  e n  lo s  p u n to s s in g u la re s  s ig u ie n d o  

d ir e c c io n e s  d e te rm in a d a s  c u a n d o  la re s is te n cia  e s  g ran d e. S i s e  trata 

d e  u n a e s p ir a l, l le g a m o s a  u n  p u n to  s in g u la r  d e n o m in a d o  f o c o .  En el 

o tro  ca so  e l  p u n to  s in g u la r  s e  lla m a  nodo.

m
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4. Sistemas mecánicos conservativos

Un punto singular (si existe) del sistema autónom o bidim ensional 

general (122) se  llam a f o c o  si posee un entorno densam ente poblado 

de trayectorias de fase que no se  cortan y  que se  asem ejan a espirales 

que se  enrollan hacia el punto singular cuando t — +00 (o cuando 

t — - 00). Un punto singular se  denom ina nodo  si tiene un  entorno 

en el que toda trayectoria de fase se  com porta com o una parábola o 

una sem irrecta qu e llega a  é l siguiendo una dirección determ inada.

Subrayem os que ningún sistema conservativo puede tener soluciones 

periódicas aisladas. M ás aún, si T es una trayectoria d e fase cerrada, 

correspondiente a una solución periódica de un  sistem a conservativo, 

entonces cierto entorno de T está densam ente poblado de trayectorias 

de fase cerradas.

Algunas de las definiciones d e puntos singulares form uladas arriba 

tienen carácter puram ente cualitativo, descriptivo. En cuanto a  los 

criterios analíticos que establecen sus diferencias, desafortunadam ente 

no existen para el caso general d e los sistem as tipo (122), aunque 

s í se  pueden obtener para algunas clases particulares d e ecuaciones 

diferenciales. El ejem plo más sencillo lo constituyen los sistem as de

donde a , ,  a 2 y b2 son constantes reales.

Si la m atriz de los coeficientes de este sistem a es regular, es decir, si 

el determinante

la forma

d x  dy
—  =  a xx  +  6 ,y , —  = a 2x  +  b2y,

dy

dt
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Capítulo 2. Métodos cualitativos de análisis de  modelos diferenciales

entonces e l origen d e coordenadas 0 ( 0 ,0 )  del plano d e  fase es el 

único punto singular d el sistem a diferencial.

Supongam os que e l determ inante del sistem a es diferente d e cero, 
y qu e A, y  A2 representan los valores propios de la m atriz de 

coeficientes. S e  pu ede m ostrar que

1) si Aj y  A, son reales y  del m ism o signo, entonces e l punto 
singu lar es un  nodo;

2) si A, y  A2 son reales y d e signos diferentes, el punto singular 

e s  un punto d e  silla;

3 ) si Aj y  A2 no son reales ni im aginarios puros, entonces el punto 

singu lar es un  foco;

4) si At y A, so n  im aginarios puros, el punto singular es un centro.

Los tres prim eros tipos d e puntos pertenecen al grupo d e los 

denom inados puntos singulares "grosero s". Los puntos singulares 
groseros no cam bian su carácter ba jo  perturbaciones pequeñas de los 

prim eros m iem bros del sistem a diferencial inicial. Los centros son 
puntos "n o  groseros": su carácter cam bia incluso para perturbaciones 
m ínim as d e los segu ndos m iem bros del sistem a diferencial.

5. Estabilidad 
de los puntos de equilibrio 

y de los movimientos periódicos

C om o v im os, los d iferentes tipos d e puntos singulares se  caracterizan 

p o r e l  hecho d e  qu e en pequeños entornos su yos las trayectorias
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5. Estabilidad de los puntos de  equilibrio  y  m ovim ientos periód icos

d e fase so n  d iferen tes. P ero  hay  una característica  m ás: la  estab ilidad  

d e u n  p u nto  singular, la  cu a l p erm ite ob tener in form ación  ad icional 

sobre e l co m p o rtam ien to  d e las tray ecto rias d e  fase  d e lo s  pu ntos 

sin gu lares. C o n sid erem os u n pén d u lo  co m o  e l rep resen tad o @

e n  la figura 57. En e l d ib u jo  se  m uestran  d o s estad os 

d e equ ilib rio : a ) u n  cu erp o  d e  m asa m  se  en cu en tra  en

inferior. El p rim er estad o  es in estab le  y  el seg u n d o  e s  estable. 
A clarem os q u é  significa que e l estad o  del cu erp o  sea estab le  

o  inestab le : si u n  cu erp o  d e m asa m  se  en cu en tra  e n  estad o  

d e equ ilib rio  en e l p u nto  superior, en to n ces e s  su ficien te

em p u jarlo  ligeram en te para q u e  co m ience a  d esv iarse  d e  Fjg 57 

la  p o sición  d e equ ilib rio , a le jánd ose d e  ella  co n  velocidad  

crecien te. P ero  si e l cu erp o  está e n  estad o  d e e q u ilib rio  e n  e l p u nto  

inferior, d esp u és d e em p u jarlo  s e  m ov erá  co n  velocid ad  d ecrecien te , 

y  m ien tras m ás su av e sea e l em p ujón , m enor será  la  d esv iación  

resp ecto  a la  p o sición  inicial.

C ad a estad o  d e  equ ilib rio  d e u n  sistem a co rresp on d e a  u n  punto 

e n  e l p lan o  d e  fase. L as p ertu rbacio n es p eq ueñ as d e u n  p u n to  de 

equ ilib rio  inestab le produ cen g ra n d es d esv iacio n es resp ecto  al punto 

d e equ ilib rio ; e n  e l  caso  d e  u n  p u nto  d e  e q u ilib rio  estab le , las 

pertu rbaciones p eq ueñ as p rovocan d esv iacio n es p eq u eñ as. P artiendo 

d e  estas  ideas in tu itiv as, exam in em os u n  p u n to  sin gu lar a islad o  

d e l sistem a ( 122), su p o n ien d o  para m ayo r co m o d id ad  qu e e l  punto 

a n alizad o s e  encuentra e n  e l o rig en  d e co o rd en ad as 0 ( 0 , 0 )  d e l  p lano 

d e  fase. D irem os q u e  este  p u nto  e s  es ta b le  si para to d o  nú m ero 

positivo R  ex iste  u n  n ú m ero  po sitivo r  ^  R  tal q u e  tod a trayectoria  

d e  fase  q u e  e n  e l instan te  in icial t  =  t0 p arta  d e u n  p u nto  P  situ ad o 

e n  e l círcu lo  x 2 +  y2 =  r 2, p erm anecerá e n  d ich o  círcu lo  p ara  tod o

e sta d o  d e  equ ilib rio  e n  e l p u nto  su p erior; b ) un  cu erp o  d e 

m asa m  se  en cu en tra  e n  estad o  d e  equ ilib rio  e n  e l  p u n to  «

m
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Capitulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

t  >  t0 (fig. 58). Sin entrar en definicio­
nes m uy formales, se  puede afirmar 
que un punto es estable si todas las 
trayectorias de fase que en el ins­
tante inicial se  encontraban cerca de 
é l, continuarán estando cerca con  el 
transcurso del tiempo. U n punto se 
denom ina asintóticam ente estable si es 
estable y existe un círculo x 2+ y 2 =  r  J 
tal que toda trayectoria qu e en e l ins­
tante t =  t0 se  encuentra en dicho 

círculo tiende al origen d e coordenadas cuando t - »  + 00. Un punto 
singular no estable se llama inestable.

U n centro siem pre es estable (pero no asintóticam ente estable). Un 
punto d e silla siem pre es inestable. En la figura 55, donde se  muestra 
e l com portam iento de las trayectorias de fase en el caso de las 
oscilaciones d e un  péndulo en un  m edio con poco rozamiento, los 
puntos singulares (focos) son asintóticam ente estables; los nodos 
(figura 56) tam bién son asintóticam ente estables.

El concepto qu e acabam os d e  introducir de estabilidad de un punto 
de equilibrio es cualitativo, ya que no se  m enciona ninguna propiedad 
referente al com portam iento de las trayectorias d e  fase. Comparando 
el concepto d e  estabilidad asintótica con el de estabilidad, vem os que 
se  exige adicionalm ente que toda trayectoria de fase tienda al origen 
d e  coordenadas con  el transcurso del tiem po. A un así, tam poco se 
hace alusión a  ninguna condición sobre la forma en que las trayectoria 
se  deben acercar al punto 0 ( 0 ,0 ) .

El concepto de estabilidad (y de estabilidad asintótica) juega un 
papel im portante en las aplicaciones. De hecho, un dispositivo
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construido sin tener en cuenta la estabilidad, es sensible, incluso, 
a las influencias exteriores m ás pequeñas, y  al final de cu entas ello 

puede traer consecuencias indeseables. Refiriéndose a  la im portancia 
del concepto d e estabilidad, el conocido m atem ático y  m ecánico 
soviético N .G .C h etáev  escrib ió41:

" . . .a l  constru ir un  avión d e pasajeros se  d eb e garantizar estabilidad 
en su  m ovim iento, d e m anera qu e resulte un  aparato tranquilo en 
el vuelo y  seguro en e l despegue y el aterrizaje. El cigüeñal se  debe 
calcular d e m odo que no se  averíe a causa d e las vibraciones que 

pueden surgir en condiciones reales d e  funcionam iento del motor. 
C on e l objeto de garantizar e l m áxim o posible d e precisión en un 

arm a d e artillería, tanto e l arm a com o las m uniciones s e  deben 
fabricar teniendo en  cuenta la  estabilidad d e las trayectorias de vuelo 

d e los proyectiles.

Podríam os segu ir citando ejem plos, pero e llo  solam ente confirm aría 

qu e al resolver un problem a sobre m ovim ientos reales, entre todas 

las soluciones de las ecuaciones es necesario detenerse en las que 
corresponden a  estados estables, y  qu e en los casos e n  que se 
desee evitar cierta solución, lo m ás razonable es hacer los cam bios 

pertinentes en la construcción del sistem a con  e l fin de q u e  e l estado 
de m ovim iento correspondiente a esa solución qu e querem os ignorar 

sea inestable."

Regresando al péndulo representado en la figura 57, d estaquem os un 
hecho cu rioso y, en  cierto  m odo, inesperado: resulta qu e la posición 
superior de equilibrio inestable d el péndulo se  p uede volver estable 

m ediante oscilaciones verticales d el punto A de suspensión. Es más,

5. Estabilidad de los puntos de equilibrio y  movimientos periódicos

41 Chetáev N. G . Estabilidad d e l m ovim iento, M oscú, 1965 (en  ruso).
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n o  só lo  la  p osic ió n  su p erior d el pén d u lo , sino cualquiera otra posición 
(en p articular, la horizontal) s e  p u ed e v o lv er estab le  a  cuenta d e las 

v ibraciones d e l p u n to  d e su sp en sión  ' 1.

P asem os ahora  al co n cep to  (n o  m enos im portante que e l concep to  de 
estab ilidad  d e un p u nto  d e equ ilib rio) d e estabilidad d e  lo s  m ovim ien­

tos (so lu cio nes) perió d ico s. C onsid erem os u n sistem a conservativo 
co n  so lu cion es p eriód icas. A  esta s  so luciones les corresp onden tra­
y ectorias cerrad as q u e  pu eblan  d ensam en te cierta región d el plano 

d e fase. A  tod o m ovim ien to  p eriód ico  d e u n  sistem a conservativo  le 
corresp on d e un m ovim ien to  d e l p u nto  im agen p o r una trayectoria 

cerrad a  d el p lano  d e  fase.

En e l caso  g en eral, el p erío d o  d e recorrid o d e  lo s  pu ntos im agen por 

d iferen tes trayectorias e s  d istin to . D icho d e otra m anera, e l período 
d e las oscilac io n es e n  u n  sistem a conservativo  d ep end e d e las 
con d iciones iniciales. G eom étricam ente, esto  significa q u e  d o s puntos 

im ag en  cercano s q u e  co m ienzan  a m overse e n  e l instante t =  tQ, 
p o r e jem p lo , d esd e  e l e je  x ,  con  e l  transcu rso del tiem po se  separan 
a una d istan cia  fin ita. Sin em bargo , pu ede su ced er qu e con  el tiem po 

estos p u n to s n o  s e  sep aren . Para d iferenciar estas  d o s varian tes se 
in trod u ce e l con cep to  d e  estab ilidad  d e las so lu cion es periódicas 
seg ú n  L iapunov. S e  d ice  q u e  la so lu ción  p eriódica correspondiente 

a  la trayectoria  cerrada T e s  es tab le  segiín L iapunov  si para un 

£ -e n to rn o 6* tan  p eq ueño co m o  s e  qu iera d e  un  punto M  que se

Capítulo  2. M étodos cualitativos d e  análisis de modelos diferenciales

b> En e l lib ro  d e  T. G . S tr iz h a k  "M é to d o s  de in v estig a ció n  d e  lo s  s iste m a s  d in ám ico s tip o  
p é n d u lo " , A lm á -A tá , 1981 (en  ru so), s e  p resen ta n  m u ch o s e jem p lo s  d e  estab ilización  

d e  d is tin ta s  c la se s  d e  p én d ulos.

6) P o r  r -e n to rn o  d e l p u n to  M  s e  en tien d e  u n  circu lo  d e  rad io c con  cen tro  e n  el 

p u n to  M .
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5. Estabilidad de los puntos de  equilibrio  y  m ovim ientos periód icos

m u eve p o r  la trayectoria cerrada T (fig . 59 ), ex iste  un  «5(f)-entom o 

m óvil d e M  tal q u e  tod o p u nto  im agen q u e  en e l instan te  in icial se 
en cuen tre e n  e l ¿ (c )-e n to m o  nunca 

saldrá d el c -e n to m o . Si una solu­
ción periód ica n o  es estab le  segú n 

Liapunov, se  d ice q u e  es n o  estab le  
según Liapunov.

L as so lu cio n es p erió d icas no estables 
seg ú n  L iap u nov p oseen  d e todas 

m aneras cierta clase  d e estab ilidad , 
llam ada es tab ilid ad  orbita l. La esta­

b ilidad  orbital co nsiste en q u e , a p e­
q u eñ o s cam bios d e  las co n d icio n es in iciales, e l p u n to  im agen pasa 
d e  una trayectoria  d e  fase a otra  tan cercan a  co m o  se  d e se e  de 
la  trayectoria  in icial.

U n  e jem p lo  d e so lu cion es p eriód icas no estab les seg ú n  L iap u n o v  son 

las so lucion es q u e  ap arecen , p o r e jem p lo , a l exam in ar la ecu ación  
d iferencial d e l m ovim ien to  horizontal e n  e l v a c ío  d e una m asa m  
so m etid a  a  la  acción  d e  d o s resortes lin eales (fig . 52). O tro  e jem p lo  d e 

so lu cion es p erió d icas n o  estab les seg ú n  L iapu nov, p ero  qu e poseen 
estab ilidad  orbital, so n  las so lu cion es d e  la ecu ació n  d iferencial (134) 

d e l m ovim ien to  d e un  p én du lo  c ircu lar e n  u n  m edio  sin  resistencia.

E n e l p rim er caso , e l p eríod o  d e las oscilac io n es no d ep en d e de

las cond iciones in iciales y  se  calcu la  co n  la fórm ula T  =  2ir

E n el seg u nd o caso , e l p eríod o  d e las oscilacio nes d ep en d e d e  las 
con d iciones iniciales y  s e  exp resa, co m o  sab em o s, p o r m ed io  d e  una 

integral e líp tica  d e p rim era esp ecie  calcu lad a d esd e  0  hasta  —.
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C a p ítu lo  2 . M éto d o s  cua lita tivos d e  análisis d e  m od e lo s  d iferencia les

F in a lm e n te , d e b e m o s  se ñ a la r  q u e  e l  p ro b le m a  d e  la  e s tab ilid ad  

s e g ú n  L ia p u n o v  d e  lo s  m o v im ie n to s  p e r ió d ic o s  está  d irecta m en te  

re la c io n a d o  c o n  e l  p ro b le m a  d e  la s  o s c ila c io n e s  isó cro n a s ".

6. F u n c io n e s  en erg ética s

E s  fá c il in tu ir  q u e  s i  la  e n e rg ía  to ta l d e  c ie r to  s is te m a  m e cá n ico  a lcanza 

e l  m ín im o  e n  u n  p u n to  d e  e q u ilib rio , e s te  ú lt im o  e s  u n  p u n to  de 
e q u ilib r io  e s ta b le . E sta  id e a  y a ce  e n  la  b a s e  d e  u n o  d e  lo s  d o s  m é to d o s  

d e  a n á lis is  d e  e sta b ilid a d  p ro p u e sto s  p o r  e l  co n o c id o  m a te m á tico  y  

m e c á n ic o  ru so  A . M . L iap u n o v . E l m é to d o  se  c o n o c e  co m ú n m e n te  con  
e l  n o m b re  d e  m éto d o  d irec to  o  seg u n d o  m éto d o  d e  L ia p u n o v 81.

P a ra  ilu stra r  e l  m é to d o  d ir e c to  d e  L iap u n o v , co n sid e re m o s u n  sistem a 
tip o  (1 2 2 ) p a ra  e l  c a s o  e n  q u e  e l o r ig e n  d e  c o o rd e n a d a s  e s  un  p u n to  

s in g u lar.

S e a  T  u n a  tra y e c to ria  d e  fa se  d e l s is te m a  (122). S u p o n g a m o s q u e
d V  d V

c ie r ta  fu n c ió n  V  =  V (x , y )  y  s u s  d e r iv a d a s  p a rc ia le s  —  y  —  son
o x  a y

c o n tin u a s  e n  u n a  re g ió n  d e l p la n o  d e  fa se  q u e  co n tie n e  a  I\  S i  e l 
p u n to  im a g e n  (x ( t ), y ( t )) s e  m u e v e  a  lo  la rg o  d e  la  cu rv a  T , e n to n ce s  

la  fu n c ió n  V ( x ,y )  s e  p u e d e  v e r  c o m o  u n a  fu n ció n  d e  t a lo  la rg o

71 V er, p o r  e je m p lo , e l  l ib ro  d e  V. V. A m e lk in , N . A . L u k a sh é v ic h , A . P. S a d o v sk i 

" O s c ila c io n e s  n o  lin e a le s  e n  s is te m a s  d e  s e g u n d o  o r d e n " ,  M in s k , 1 9 8 2  (e n  ru so).

8) S e  p u e d e n  e n c o n tr a r  m u c h o s  e je m p lo s  in te re sa n te s  s o b re  in v e s tig a c ió n  d e  m o d e lo s

d ife re n c ia le s  e n  e l  l ib r o  d e  N . R o u c h e , P. H a b e ts  y  M . L a lo y , " S ta b il i ty  T h e o r y  b y

L y a p u n o v ’s  D ire c t  M e th o d " ,  S p rin g e r -V e r la g . N e w  Y o rk , 19 7 7 .
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d e T ; por consiguien te, la velocidad  d e variación  d e  V (x , y )  a  lo 

largo d e T es

d v  d v  d x  a v  d y  d v  v  e v wr/ v 

d í = t e d i  +  ñ *  =  t e X (x ' y ) + e ¿ Y {x ' y)' (136)

donde X (x , y) e  Y (x , y )  son  los segu nd os m iem bros d el sistem a (122).

La fórm ula (136) ju eg a  un  papel fundam ental en e l  m étodo directo 

d e Liapunov. Para poder ap licar e n  la  práctica e l  m étodo d irecto  de 
L iapunov son  im portantes los sigu ientes conceptos.

Su pongam os qu e V  =  V (x ,y )  e s  continua ju n to  con  su s derivadas 
8 V  d V

parciales y  e n  cierta región G  q u e  co n tien e  e l origen  d e

coordenadas, y que V”(0 ,0 )  =  0 . S e  d ice  qu e la función V (x ,y )  
e s  defin ida  positiva  (defin ida negativa) si e n  tod os los p u n tos de 

la región G ,  sa lv o  en e l origen  d e co ord en ad as, se  cu m p le la 

desigualdad V (x ,y )  >  0  (V (x ,y )  <  0 ). Si V {x ,y )  ^  0  (V (x , y) ^  0 ), 
es decir, si la desigualdad no e s  estricta, se  d ice  que V (x, y) es  una 

fu n ción  d e signo positivo  (función d e  signo negativo). P o r ejem p lo, 
en  el plano (x , y) la función V (x , y) =  x 2 +  y 2 es  definida positiva, 

m ientras q u e  la función V (x ,  y ) =  x 2 es  d e  signo  positivo, puesto 
qu e se  anula en todo e l e je  y.

Si para una función definida p o sitiva V (x ,y )  se  cu m p le que 

/ d V \ 2 ( d V \ 2
\ ~ d x )  +  \ ^  ^ e n  lo ^ os l0 8  Pu ntos de  G \ 0 ,  en tonces

la su perficie z  =  V (x, y) es  una esp ecie d e p araboloid e tangente al 

p lano (x , y ) e n  e l punto 0 ( 0 ,0 )  (fig. 60). En general, la superficie  
z  =  V (x ,y )  (para V  d efinida positiva) p u ed e tener una estru ctura 

m ás com pleja. U n  ejem p lo  d e este tip o d e  su perficie  es e l d e  la 

figura 61, d on d e la p royección so bre el p lano  (x , y) d e  la intersección

6. Funciones energéticas
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C apítu lo  2. M étodos cualitativos de análisis de  m odelos diferenciales

d e la su p erfic ie  con  e l  p lano  z  =  C  n o  es u n a cu rv a , sin o  una 

aran dela .

S i la fu n ción  d efin id a p o sitiv a  V (x , y )  e s  tal q u e  la función

W (x , y )  =  d-Vj - - - y ) X (x , y ) +  9- ^ ^ - Y (x , y )  (137) 
d x  d y

e s  d e sig n o  negativo , en to n ces V (x , y) se  d enom ina fu n ción  de 
L iap u n ov  o  fu n c ió n  en ergética  d e l sistem a  (122). En virtud d e la  igual­

d ad  (136), la  cond ició n  d e q u e  W  sea d e  signo  negativo significa que

dV

y, co n secu en tem ente, la fu n ció n  V  n o  crece  a  lo largo d e  la trayecto­

ria T cerca  d e l orig en  d e  coordenadas.

E nu n ciem o s u n o  d e los resu ltad os ob ten ido s p o r A . M . L iapunov: si 
p a ra  e l  sistem a  (122) ex iste una fu n c ión  energética V (x , y ), entonces 
e l  origen  d e  coordenadas, e l  cu a l e s  un punto singular, es estable. 
S i la  fu n c ión  d efin id a  positiva  es tal qu e la  fu n c ión  W  dada  p or  la 
ig u aldad  (137) es d efin id a  negativa, en tonces e l  origen  d e  coordenadas  
es asin tóticam ente estab le .
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6. Funciones energéticas I
M ostrem os con  un ejem p lo  cóm o ap licar este  resu ltado en  la práctica. 

Exam inem os la ecuación d e m ovim iento  d e un  cu erp o d e m asa 

unidad som etido a la acción  d e d o s resortes. En virtud d e (124), 

d icha ecuación tiene la  form a

d?x dx

~dfi + c7t + kx = °' c > °‘ (138)

R ecordem os qu e e l coeficiente c  >  0  caracteriza  la  resistencia d el 

m edio y  la constante k  >  0 , las p rop iedad es d e los resortes. El 

sistem a autónom o corresp ondiente a la  ecu ación  (138) es

—  =  y , —  =  - k x  -  cy . (139)
dt 9 dt y

El origen  d e coord enad as del p lano d e fase (x , y) es  e l ún ico  punto
y2

sin gu lar d e  este  sistem a. L a energía cinética d e l cu erp o  e s  igual a  — ,

m ientras que la energía potencial (energía acu m u lad a p o r e l resorte) 

está d ada por la  igualdad

J  fcí<¿í =  l f c z 2.

o

C onsigu ientem ente, la  energía total del sistem a es

V { x , y ) = l- y 2 +  \ k x 2. (140)
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C apítu lo  2. M étodos cualitativos de  análisis d e  m odelos diferenciales

L a fu n ción  V  d eterm in ad a p o r m edio d e  la  fórm ula (140) e s  una 

fu n ción  d efin id a  positiva. Y  com o

d V  d V  ,
—  X ( x ,  y )  +  —  Y {x , y )  =  k x y  +  y ( - k x  -  cy ) =  - c y  ^  0, 
d x  d y

en to n ces V ( x ,y )  e s  u n a fu n ción  en ergética  d el sistem a (139), im pli­

can d o  q u e  e l  p u n to  sin gu lar 0 ( 0 , 0 )  es estab le.

D a d o  q u e  e l  crite rio  d e  L iap u nov q u e  acab am o s d e  en u nciar p o see un 

c a rá c te r  p u ram en te  cu alita tiv o , n o  tod as las v eces se  logra ob ten er el 

resu lta d o  tan  ráp id am en te  co m o  e n  este  ejem p lo . P artien d o del criterio 
d e  L iap u n o v  n o  siem p re  s e  p u ed e constru ir una fun ción  energética, 

a u n  sa b ien d o  q u e  existe . E ste  h ech o  d ificu lta  no tablem en te e l  proceso 
d e  d eterm in ació n  d e  la  estab ilid ad  e n  cad a caso  concreto .

D eb em o s tener p resen te  q u e  e l criterio  d e L iapunov s e  d eb e  observar 

c o m o  u n  p rin cip io  d e o b ten ción  d e  crite rio s  d e estab ilid ad . En la 

actu alid ad  ex iste  una se r ie  d e  resu ltad os in teresan tes9) e n tre  e l  gran 

n ú m ero  d e  in v estig acion es d ed icad as a este  tem a.

7. Estados sim p les de equ ilib rio

D esd e la p ro p ia  in terp retac ió n  d in ám ica d e  las ecu aciones d iferen­

cia les d e seg u n d o  o rd en  ya es c laro  q u e  el e stu d io  d e  los estad o s de

9) V er , p o r  e je m p lo ,  e l  l ib r o  d e  E .  A .  B a r b a s h i n  " F u n c io n e s  d e  L ia p u n o v " ,  M o s c ú ,  1 9 7 0  

( e n  r u s o ) .
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I 7. Estados sim ples de equilibrio

equ ilib rio  o , lo  q u e  e s  lo  m ism o, d e  lo s  p u n tos sin gu lares, p ro p o rcio ­

na la c la v e  para la co m p ren sió n  d e l co m p o rtam ien to  d e  las cu rvas 

integrales.

Tam bién está  c laro  q u e , co m o  n o  e s  p o sib le  in teg rar e n  fu n ciones 

e lem en tales to d as las ecu acion es d iferen cia les , n e cesita m o s crite rio s  

que n os d en  la po sib ilid ad  d e  clasificar lo s  p u n tos sin gu lares a  partir 

d e la  form a d e  la  ecu ació n  d iferen cial. A p esar d e  q u e  casi siem p re la 

reso lu ción  d e  este  problem a es m uy d ifíc il, s iem p re s e  p u ed en  hallar 

clases d e ecu acio n es d iferen cia les p ara  las q u e  e l  p ro b lem a se  resu elv e  

fácilm ente. M ás ad elan te  ana lizarem os e l problem a d e l m ovim ien to  

d e un  cu erp o  d e  m asa unidad so m etid o  a  la  acción  d e  d o s  resortes 

e n  un  m edio co n  resistencia , y  m ostrarem o s c ó m o  u tiliz a r  a lg u n os 
resu ltad os d e  la  teoría  cu alita tiv a  d e  las ecu a cio n es d iferen cia les . P ero  

ahora n o s  d eten d rem os a  a n a lizar lo s  sistem as tip o (122). R esu lta  qu e 

al clasificar lo s  p u n tos sin gu lares d e  los s istem as d e  este  tip o , e l  caso  

m ás sen cillo  se  p resenta  cu and o e l  d eterm in an te  d e Ja co b i (jacob ian o)

J ( x ,  y ) =

dx d x

d x d y
d Y d Y

d x d y

es d iferen te d e  ce ro  e n  e l p u nto  analizado.

S i {x \  y ‘ ) e s  un  p u nto  sin gu lar del sistem a (122) y  J *  =  J ( x \  y ’ )  ^  0 , 

en to n ces e l tip o  d e  este  p u nto  singu lar, llam ad o pun to  s in g u lar sim ple , 
d ep en d e b ásicam en te  d e l signo  d e  J \  A saber, si J '  <  0 , e l p u nto  

sin gu lar (z*,t/ *) e s  un  p u nto  d e  silla . S i J *  >  0 ,  e l p u n to  sin gu lar 

p u ed e ser un  cen tro , un n o d o  o  u n  foco. E s  u n  cen tro  so lam en te  si
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C apítu lo  2. M étodos cualitativos d e  análisis de  m odelos diferenciales

e n  é l  la divergencia

D (x ,  y) =
d X

~dx

dY_

d y

s e  an u la  ( D * =  D (x “, y ’ ) =  0 ). S in  em barg o , s e  d e b e  señ a lar q u e  la 

co n d ic ió n  D *  =  0  n o  es, e n  g en eral, su ficien te  p ara  q u e  e l punto 
s in gu lar (x * , y “) sea  u n  cen tro . Para q u e  h aya  u n  cen tro  s e  d eben 

cu m p lir  c ie rta s  co n d ic io n es a d icio n a les e n  las q u e  p articipan  las 

d eriv ad as p arc ia les  d e  ó rd en es su p erio res; y  e l n ú m ero  d e  estas 
co n d ic io n es p u ed en  se r  in finito . A l m ism o tiem p o , si las funciones 

X  e  Y  son  lin eales resp ecto  a  las v ariab les  x  e y ,  la  co n d ició n  D % =  0  

se  v u e lv e  su fic ien te  p ara  q u e  e l p u n to  sin gu lar ( x ' r y*)  sea  un  centro .

S i J ‘  > 0 ,  p ero  e l p u n to  s in g u la r (x \  y ')  n o  e s  u n  cen tro , en tonces 
e x iste  u n  e n to rn o  su fic ien tem en te  p eq u eñ o  d e  { x ' ,y ‘ ) d ensam en te 

p o b la d o  d e  tra y ecto ria s  q u e  tien d en  a l p u nto  sin gu lar sig u ien d o bien  

esp ira les , b ien  u n a d irecció n  d eterm in ad a. En e s te  caso , s i  D * >  0 ,  el 
p u n to  s in g u la r s e  a lcan za  cu a n d o  t —♦ - o o  y  e s  in estab le . S i D * <  0 , 

e l p u n to  s in g u la r s e  a lcan za  cu a n d o  t —* + o o  y  e s  estab le . S i las 
tra y ecto ria s  d e  fase  q u e  a lcan zan  el p u nto  sin gu lar son  esp ira les, d icho 

p u n to  e s  un  fo co . S i to d as las lín eas in teg rales en tran  a l p u nto  sin gu lar 
co n  u n a p en d ien te  d eterm in ad a , en to n ces e l p u nto  e s  u n  n o d o  (fig. 62).

%

O

F i g .  6 2
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7. Estados sim ples de  equilibrio

In dep en dien tem en te d el sign o  d e l jaco b ian o  J \  las tan g en tes a  las 
trayectorias del sistem a d iferencial (122) e n  e l p u nto  sin gu lar (x \  y ’ ) 
se  h a llan  a  partir d e la ecu ación  característica

d Y ( x \ y ' ) _  d Y ( x ' ,y ' )  _
------------------ x -H--------------------- v

y  d x  d y
V (141)
x  d X { x \ y ' ) „  d X { x \ y ) „

- ^ ^ X +  — d ¡ — y

d onde

x  =  x - x \  y =  y - y .  (142)

S i X  e  Y  co n tien en  térm inos lineales, en to n ces las d eriv ad as p arciales 
e n  la  ecu ación  (141) son  lo s  co efic ien tes d e  x  e  y  e n  e l sistem a 

qu e s e  ob tien e del sistem a (122) d esp u és d e  h a cer los cam b ios de 
variab les (142).

La ecu ación  (141) e s  ho m ogénea. P or tanto, h ac ien d o  e l ca m b io  d e

yvariab le  A =  —,  d on d e A es la p en dien te d e  las llam ad as direcciones  

excepcion ales , ob tenem os la ecu ació n  cu ad rática

+  (x ' x -  y; ) a  -  y ;  =  o  < i 4 3 )

resp ecto  a  A. El d iscrim inante d e  la  ecu ación  (143) es

a  =  (x'¿ +  y ; ) 2 -  4r  =  d -  4r .

S i J *  <  0  (o sea , e l punto sin gu lar e s  un  p u nto  d e  s illa ), en to n ces la 
ecu ación  (143) siem pre produce d o s d ireccion es excep cionales reales.
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S i J '  >  0 ,  en to n ces bien  no hay d ireccion es excep cion a les reales, b ien  

h a y  d o s d ireccion es excep cion a les rea les o  una d irección  excepcional 

rea l m ú ltip le . E n  el p rim ero  d e lo s  ca so s ind icado s el p u nto  singular 
e s  un  cen tro  o  un  foco.

La existen cia  d e  d ireccion es excep cion a les rea les im plica (si J '  >  0 ) 
la ex isten cia  d e  un  nodo . En particular, si ex isten  d o s direcciones 

excep cio n a les rea les , s e  p u ed e d em o strar que existen exactam ente 
d o s  trayectorias (un a p o r cad a lado) tangen tes e n  e l punto singu lar 

a  una d e  la s  rectas excep cion a les , m ien tras q u e  las d em ás trayectorias 

en tran  al p u n to  sin gu lar tangencialm ente a  la otra  recta excep cional 
(fig. 62  a).

S i A  =  0  y la ecu ación  (143) no e s  u n a iden tid ad , en to n ces tenem os 
u n a so la  recta  excep cion a l (el gráfico  d e l com p o rtam ien to  d e las tra­
y ecto ria s  se  ilu stra e n  la  figu ra 6 2  b ). Este caso  se  ob tiene del anterior 

cu a n d o  d o s d ireccion es excep cio n a les co inciden . El p u nto  singu lar 

d iv id e  la recta  excep cional e n  d o s sem irrectas /, y ¿2 . El en to rn o  del 
p u n to  sin gu lar s e  d iv id e  e n  d o s sectores, uno d en sam en te poblado 

d e  tray ecto rias q u e  "e n tra n "  en e l p u n to  sin gu lar tangencialm ente 
a  la  recta  /,, y  o tro  d en sam en te  p o b lad o  d e trayectorias q u e  "e n tra n " 
en  e l p u nto  sin gu lar tangen cia lm ente  a  la  recta  l2. La frontera entre 

los d o s secto res está  co m p u esta  p o r d o s trayectorias, una d e  las 

cu a les e s  tangen te  a  la sem irrecta  /, e n  e l p u n to  singular, y la  otra , 
a  la sem irrecta  l2 .

S i e n  la ecu ación  (143) tod os los co efic ien tes se  anu lan, ob tenem os 
una id en tid ad , y  tod as las rectas q u e  pasan p o r e l p u nto  sin gu lar 

so n  excep cion ales . En este  caso , ex isten  exactam en te  d o s trayectorias 

(u n a a  ca d a  lado) tan g en tes a  cad a  una d e  esta s  rectas en e l punto 
singu lar. Este p u nto  sin gu lar (fig. 62 c) e s  sem ejante  a un p u nto  con  

una recta excep cion a l real doble.

C apítu lo  2. M étodos cualitativos d e  análisis de m odelos diferenciales
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8. M ovim iento en un  m edio con rozam iento lineal

8. M ov im ien to  en  un m edio 
con rozam iento  lin eal

A nteriorm ente se  d em o stró  q u e  la ecu ació n  d iferen cia l d e l m ov im ien­

to  d e  un  cu erp o  d e  m asa u n idad  so m etid o  a  la a cc ió n  d e  reso rtes 

lin eales e n  u n  m edio co n  rozam ien to  lineal tiene la  form a

d ‘ x  d x
^ + c - + k x  =  0 . ( .4 4 )

C on e l ob je to  d e investigar exh au stiv am en te  e l m o d elo  d iferen ­

cial (144), fijem os u n a d irecció n  d e acción  d e las fu erzas c ^  y  k x .  
A ntes tam b ién  se  in d icó  q u e  a  la  ecu ación  (144) se  le  p u ed e p o n er e n  

corresp on d en cia  e l sistem a au tón om o

^  =  y .  ^  =  - k x  -  cy .  (145)
d t dt

S i  exclu im os e l caso  triv ial k  =  0 ,  o b ten em o s q u e  e l o rig en  de 

co o rd en ad as e s  un  p u n to  sin gu lar d el sistem a d iferen cia l (145). El 

sistem a (145) e s  u n  ca so  p articu lar d e l sistem a g en era l (122) para

X (x , y ) =  y , Y {x , y ) =  - k x  -  cy .

E scribam os e l  jacob iano , la  d iv erg en cia  y  la  ecu ación  característica  

del sistem a (145):

J ( x ,  y ) =  k ,  D {x , y )  =  - c ,

A" +  cA +  k  =  0.

165
www.FreeLibros.me



C apítu lo  2 . M étodos  cua lita tivos d e  análisis d e  m odelos d iferencia les

E l d iscrim in a n te  d e  la  e cu a c ió n  cara c terística  es

A  =  c2 -  4k .

E n co rre sp o n d e n cia  co n  lo s  resu lta d o s d e  las p ág in as 1 6 0 -1 6 4  se  

p u ed en  p re se n ta r  lo s  c a so s  s ig u ien tes :

1 . S i k  <  0 ,  e n to n c e s  e l p u n to  s in g u la r e s  u n  p u n to  d e  s illa  c o n  d os 

d ire c c io n e s  e x ce p cio n a le s , u n a p o sitiv a  y  una n e g a tiv a . El co m p o rta ­

m ie n to  d e  las tra y e c to ria s  d e  fase  s e  ilu stra  e n  la  fig u ra  6 3 . C o m o  se  

p u e d e  ob serv a r, e s  p o sib le  d iferen cia r tres tip o s  d e m ov im ien to . C u a n ­

d o  las co n d ic io n es in icia les co rres­

p o n d en  a l p u n to  a  (en  este  p u n to  

el v e c to r  d e  v elocid ad  está  d irig i­

d o  h acia  e l o r ig e n  d e  co ord en ad as 

y  la  v elo cid ad  e s  su fic ien tem en te  

g ra n d e), e l  p u n to  im a g en  se  m ueve 

co n  v elo cid ad  d ecrecien te  p o r una 

tray ecto ria  d ir ig id a  h acia  e l p u n to  

s in g u la r y, d e sp u é s  d e  p a sa r  cerca 

Fig. 6 3  d e l o rig en  d e  co ord en a d a s, s e  a le ja

c o n  v elo cid ad  cre c ien te . S i la  v e lo ­

c id a d  in ic ia l d e crece  h a sta  e l  v a lo r  c r ítico  co rresp o n d ien te  a l p u n to  b, 
e n to n c e s  e l  p u n to  im a g en  s e  acerca  al p u n to  s in g u la r co n  velocid ad  

d ecre c ie n te  y  " a lc a n z a "  e l o r ig e n  d e  co o rd en ad as al ca b o  d e un 

tie m p o  in fin ito . F in a lm en te , si la  v e lo c id a d  in icia l es m en o r q u e  el 

v a lo r  c r ítico  y  co rre s p o n d e , d ig am o s, al p u n to  c ,  e n to n ce s  e l p u nto  

im a g e n  s e  m u e v e  h a c ia  e l o r ig e n  d e  co o rd e n a d a s  co n  u n a velocid ad  

d ecre c ie n te  q u e  s e  an u la  a  u n a d is ta n cia  i ,  d e l p u nto  sin gu lar. En 

e l  p u n to  ( £ , ,  0 )  e l  v e cto r  v e lo c id a d  cam b ia  d e d irecc ió n  y e l  p u nto  

im a g e n  s e  a le ja  c o n  v e lo c id a d  c re c ie n te  d e l o rig en  d e  co ord en ad as.
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8. M ovim iento en un m edio con rozam iento lineal

S i e l p u n to  im ag en  corresp on d ien te  al e sta d o  in icial d e l sistem a 

d in ám ico  s e  en cu en tra  e n  u n o  d e  lo s  tres cu a d ra n tes  restan tes , la 
in terp retac ió n  d e l m ov im ien to  es ev id en te .

2 . S i k  >  0 ,  en to n ces J *  >  0  y  e l  v a lor d el co e fic ien te  c  d eterm ina 

e l tip o d e l p u n to  singular.

V eam os to d as las p o sib les variantes.

2 a )  Si c  =  0 ,  e s  d ecir, si n o  hay ro za­
m ien to , e l p u nto  sin gu lar es u n  cen tro  
(fig . 64). L o s m ov im ien to s so n  p erió ­

d ico s  y  su  am p litud  d ep en d e  d e  las 

co n d icio n es in iciales. F¡9- 6 4

26) S i c  >  0 ,  e s  d ecir, si e l am o rtig u am ien to  e s  p o sitiv o , en to n ces 
d X  d Y

la  d ivergencia  D  =  —  +  —  e s  n e g ativ a  y, n a tu ra lm en te , e l

p u n to  im ag en  se  m u ev e p o r tray ectorias d ir ig id a s h ac ia  e l o rig en  de 

co ord en ad as, ad o n d e llegará a l cab o  d e  un  tiem p o infinito .

Seam os m ás precisos:

2 6 , )  S i A  <  0 ,  e s  d ecir, si c2 <  4A:, en to n ces e l  p u n to  s in g u la r 
e s  u n  foco  (fig . 65 ), lo  q u e  sig n ifica  q u e  e l sistem a d in á m ico  realiza 
oscilac io n es am ortig u ad as co n  am p litu d  d ecrecien te  resp ecto  al estad o  

d e  equ ilib rio .

262 ) S i A  =  0 ,  es d ecir, si <? =  4&, en to n ces e l  p u n to  s in g u la r e s  un  
n o d o  co n  u n a d irección  excep cional d e  p en d ien te  n e g ativ a  (fig . 66 ). El 
m ov im ien to  e s  ap erió d ico  y  co rresp o n d e a un  am ortigu am ien to  crítico.

263 ) S i A  >  0 , e s  d ecir, si c2 >  4A:, e n to n ce s  e l p u n to  s in g u la r es 
u n  n o d o  con  d o s d ireccio n es ex ce p cio n a les  d e  p en d ien tes  negativ as
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Capítulo 2. M étodos cualitativos de análisis de  modelos diferenciales

(fig. 67). Cualitativa­

m ente, el m ovim iento 

d el sistem a dinám ico 

es e l m ism o que en 

e l caso anterior y co­

rresponde a un am or­

tiguam iento d e las os­

cilaciones.

De los resultados ob­

tenidos se  infiere que 

para c  >  0  y k  >  0 

(el rozam iento es po­

sitivo y la fuerza res­

tauradora es d e atracción), e l sistem a dinám ico tiende al estad o de 

equilibrio y e l m ovim iento es estable.

2c) S i c  <  0 , e s  decir, e n  caso  d e am ortiguam iento negativo, el 

esquem a cu alitativo del com portam iento d e las trayectorias d e fase
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8. M ovim iento en un m edio con rozam iento lineal

e s  sem ejan te  al esq u em a d e l caso  2b), con  la única d iferen cia  d e  que 

aqu í e l sistem a d in ám ico  d eja  d e se r  estab le .

El d iagram a e n  la figura 6 8  reú ne lo s  resu ltad os ob ten id o s y  m uestra 

có m o  se  clasifican  lo s  p u n tos sin gu lares e n  fun ción  d e  lo s  p arám etros 

c  y  k .  Este d iagram a s e  pu ede utilizar co m o  un resu m en  d e los 

resu ltad os d e  la inv estig ación  so b re  la  clasificac ió n  d e lo s  p u n to s sin ­

gu lares del sistem a (122), cu an d o e l jaco b ian o  J '  ¿  0  para c  =  - D '  
y  k  =  J \  S in  em barg o , en e l caso  g en era l, la  ig u a ld ad  c  =  0  no 

im plica q u e  e l sistem a (122) tiene un  cen tro , y d e la  igu ald ad  k  =  0 

n o  se  p u ed e co n clu ir  que el sistem a no tien e u n  p u nto  singu lar. Estos 

caso s corresp on d en  a  lo s  p u n tos sin gu lares co m p u estos, lo s  cu a les se 

exam in an  m ás adelante .

V olviendo al sistem a d in ám ico  an alizad o  e n  esta  secció n , su brayem o s 

que si k  =  0  (c  ¿  0 ) , e l sistem a a u tó n o m o (145) corresp o n d ien te  a  la 

ecu ación  (144) ad opta la forma
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Capítulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

De aquí se d edu ce qu e la recta y  =  0  está densam ente poblada de 
puntos singulares. El com portam iento de las trayectorias de fase se 
m uestra e n  la figura 69.

V = i

X

F ig . 7 0

d x  d y  

dt  ~ y¡  d t ~

Finalm ente, si A; =  c  =  0, 
la ecuación (144) se 
transforma en

d  x

~dP
=  0,

y su sistema correspon­
diente es

Igual que en el caso anterior, el eje x  está densam ente poblado de 
puntos singulares. El esquem a del com portam iento d e las trayectorias 
d e fase se  m uestra en la figura 70.
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9. Flujo adiabático en una tobera

9. F lu jo  ad iabático  en  una tobera

E l e stu d io  d e lo s  flu jos d e  su stancias v iscosas co m p resib les  tien e una 
g ran  im p ortancia  p ráctica . E n  p articular, lo s  flu jo s d e  este  tip o se  ori­
g in an  a lred ed o r d e  las a las  y fusela jes d e  los av ion es; co n  esto s  flu jos 
está relacion ad o e l fu n cionam iento  d e las tu rb in as d e  g a s  y  vap or, de 
lo s  m otores d e  prop ulsión  a  ch o rro  y  d e  lo s  reacto res nu cleares.

A n alicem os e l flu jo d e un g as id ea l d e ca lo r  esp ecífico  cp  q u e  pasa 
p o r una tobera d e  secció n  v ariab le  A  (fig. 71 ). V am os a su p o n er q u e  

e l flu jo  es un id im ensio nal, es d ecir, q u e  to d as su s p ro p ied ad es so n  
u n ifo rm es e n  u n a m ism a secció n  d e  la  tobera. La fricció n  e n  la capa 
fronteriza está  con d icionad a p o r  la 
tensió n  tangencial

T  =  9 P y ,  (146)

d on d e q  es  e l co eficien te  d e  roza- Fig. 71

m iento, e l cu al d ep en d e básicam en ­
te del n ú m ero  d e  R eyn old s, p ero  s e  su p o n e  co n stan te  a  lo  la rg o  de 
la tobera; p  es  la  d ensid ad  d e  m asa d el flu jo; y  v ,  la  v elo cid ad  del 
flu jo. P or ú ltim o , asu m irem os que el flu jo e s  a d iab ático , o  sea , q u e  no 
hay resistencia  interna a l m ov im ien to , n o  h a y  co m b u stió n , cam b io s 
qu ím icos, ev ap o ració n  o  co n d en sació n , etcétera.

U na d e  las ecu acio n es fu n d am entales d el flu jo  es la  ecu ac ión  d e  
continu idad, q u e  e n  este  c a so  tiene la form a

w  =  p A v , (147)

d o n d e  la velocidad  w  d e  v ariación  d e  la  m asa  d e l flu jo  e s  co nstan te .
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C apitu lo  2. M étodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

D e la iguald ad  (147) se  d ed u ce que

dp  dA  dv
—  +  —  +  —  =  0 . (148)
p  A v

A ntes d e  escrib ir la ecu ación  d e  la energía total d el flu jo estacionario, 

su brayem os q u e  e n  e l caso  g eneral esta  ecu ación  relaciona la acción 

del trabajo  exterior y  las influencias térm icas exteriores con  e l  aum ento

d e la en ta lp ia  y  d e las en erg ías cinética y potencial d e l flujo. En el

caso  consid erad o e l flu jo e s  ad iabático , p o r lo  que la ecu ación de 

energía es

f  v2 (  v 2 \ \ v2
0  =  w (h  +  d h ) -  w h  +  —  +  d ( —  1 ) -  w — ,

o  bien

d h  +  d ( ^ - \  = 0 ,  (149)

d on d e h  es  la  en talp ia  d e l flu jo  (potencial term odinám ico) a  la 

tem p eratu ra absoluta T .  C o m o dh  =  cp d T ,  la ecu ación (149) d e 

en erg ía  d e l flu jo  tom a la form a

Cpd T  +  d ( j ^ \  = 0 .  (150)

O cu p ém o n o s ahora d e  la  ob tención  d e  la ecu ación  (de cantidad) 

d e m ovim ien to  d e l flu ido. En los problem as relacionados con  flujos 

estacion arios , usualm ente se  em plea la  segu nda ley d e N ew ton.
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9. R ujo adiabático en una tobera

Suponiendo que e l ángulo de divergencia d e las paredes d e  la  tobera 
es pequeño, la ecuación d e m ovim iento se  puede escrib ir así:

pA  +  p  (LA -  (p  +  dp)(A  +  dA ) -  r  dA  =  w  dv,

o  bien

—A d p  -  dA  d p  -  t  dA  =  w dv , (151)

donde p  es  la  presión estática.

C om o e l térm ino dA dp  es  e l infinitésim o d e  m ayor orden en la 
ecuación (151), siem pre se puede su poner que la ecuación d e m ovi­

m iento es

—A d p  -  t  dA =  w  dv. (152)

La variación del diám etro h idráulico D  a lo  largo del e je  d e  la tobera 

está dado por la  función D  =  F (x ) ,  d onde x  es  la  coordenada 
en e l e je  de la tobera. De la definición d e diám etro h idráulico se 
deduce que

t  = H r- (153)A D

pV~  2
Teniendo en cuenta qu e — 7 p M “, d on d e 7  es  e l coeficiente de

conducción calorífica, y M  es e l núm ero d e M ach, la  fórm ula (146) 
se puede escrib ir en  la  forma

r  =  9 7 p M -. (154)
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Tom ando en consideración las igualdades (147), (153) y (154), a  partir 

d e (152) resulta la siguiente ecuación d e movimiento del flujo:

Denotando con y  el cuadrado del número de Mach, en virtud de las 

ecuaciones (148), (150) y  (155), y tras una serie de transformaciones 
algebraicas, llegam os10) a la  ecuación diferencial

d x  (1 -  y )F (x )

(el apóstrofo indica la derivada respecto a  x).

El denom inador del segundo miembro de la ecuación (156) se anula en 

y  =  1, es decir, cuando el núm ero d e  M ach M  =  1. Esto quiere decir 
qu e las curvas integrales d e la última ecuación cortan la llamada linea 
d e son ido  con  tangentes verticales. Por cuanto e l segundo miembro de 
la ecuación (156) cam bia d e  signo al pasar la línea de sonido, las líneas 

integrales "d an  la vuelta", evitando así los puntos d e  inflexión. Del 
sentido físico del fenóm eno se deduce que e l valor de x  debe crecer 

continuam ente a lo largo d e las líneas integrales. Consiguientemente, 

la sección donde las líneas integrales cortan la línea d e  sonido con 
tangentes verticales debe ser la  sección d e salida de la tobera. Así 

pues, e l paso d e  un flujo subsónico a uno supersónico, y viceversa,

Capítulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

10) Kestin /., Zaremba S. K. One-dimensional high-speed flows. Flow pattems derived 
for the flow oí gases through nozzles, including compressibilitv and viscosity effects / / 
Aircraft Engin. 1 9 5 3 . V .2 5 , N & 292. P. 1 7 2 -1 7 5 ,1 7 9 .
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9. Flujo adiabático en  una tobera

p u ed e o cu rrir e n  e l in terio r d e la tobera ú n icam en te a  trav és d e u n  

pu nto  sin gu lar co n  d ireccio n es excep cio n a les rea les , e s  d ecir, a  través 
d e  u n  p u nto  d e silla o  d e u n  nodo.

L as co ord en ad as d e  lo s  p u n tos sin gu lares d e  la e cu a ció n  (156) se  

d eterm in an  a  p artir d e  las igu ald ad es

y '  =  1, F V )  =  79,

las cu a les in d ican  q u e  los p u n tos sin gu lares es tá n  d isp u esto s en 

la p arte  d e  la  tob era q u e  se  en sancha. U n  p u n to  d e  s illa  ap arece 

cu a n d o  J *  <  0 ,  es d ecir, cu a n d o  F " ( x ' )  >  0 . E n  v ista  d e q u e  q  es  

una con stan te  su ficien tem en te  p eq u eñ a , cerca  d e l cu e llo  d e  la  tobera 

ap arece  un  p u n to  d e  silla . U n n o d o  ap arece  só lo  cu a n d o  s e  cu m p le  la 

co n d ició n  F " ( i * )  <  0 . D e tal m an era , u n  n odo se  form a e n  la p arte 

d e  la  tobera q u e  s e  en cu en tra  d esp u é s d e  un  p u nto  d e inflexión  d el 

perfil o , e n  la p ráctica , a  cierta  d istan cia  d e l cu e llo  d e  la  to b era , ba jo  

la co n d ició n  d e q u e  el perfil tien e  u n  p u n to  d e inflexión .

D e la ecu ació n  característica

F ( x ' ) \ 2 +  297(7 +  1)A -  2(7 +  1 ) F V )  =  0

s e  p u ed e  v e r  q u e  las d o s d ireccion es ex ce p cio n a les  tien en  p en d ien tes 

co n  sig n o s co n trario s  e n  e l  caso  d e  u n  p u n to  d e s illa , y  co n  u n m ism o 

sig n o  (neg ativ o) en e l caso  d e  un  nodo . E sto  sig n ifica  q u e  lo s  p u n tos 

d e  silla  so n  lo s  ú n icos q u e  p erm iten  e l  p aso  ta n to  d e  v elo cid ad es 

su bsón icas a  su p ersón icas co m o  d e  su p ersón icas a  su b só n ica s (fig . 72). 

En un n o d o  e s  posib le  so lam en te  e l p aso  co n tin u o  d e  u n  flu jo  

su p ersó n ico  a  u n o  su b só n ico  (fig . 73).

175www.FreeLibros.me



C apítu lo  2. M étodos cualitativos de análisis de  m odelos diferenciales

A h o ra  b ien , co m o  la e cu a ció n  (156) no se  p u ed e in teg rar e n  form a 

c e rra d a , p ara  las in v estig acio n es p o sterio res se  h ace n ecesario  em p lear 

m éto d o s d e  in teg ració n  nu m érica . En relación  con  esto , d estaqu em os 

q u e  lo  m e jo r e s  co m en z a r la  co nstru cción  d e  las cu atro  sep aratrices 

d e l p u n to  d e  s illa  co m o  lín eas in teg ra les su p on ien d o  q u e  e lla s  parten 

d e l p u n to  singular. Y  esta  co n stru cción  se  p u ed e rea lizar p u esto  qu e 

a  p a rtir  d e  la  e cu a ció n  característica  p o d em os av erig u ar la  d irección 

d e  las d o s tan g en tes  e n  e l p u nto  sin gu lar S (x \  1). Si no tom am os en 

co n sid era c ió n  esta  o b serv ació n  y co m en zam o s a  seg u ir el m ovim iento  

to m an d o  c o m o  p u n to s in ic ia les, por e jem p lo , lo s  p u n tos a  y  6 de 

la  figu ra 7 2  (s itu ad o s a  lad o s d iferen tes d e la sep aratriz), en to n ces 

v erem o s q u e  los p u n to s co rresp o n d ien tes  s e  m ov erán  a  lo  largo d e 

las cu rv a s  a  y  (3, la s cu a les d iv erg en  fu ertem ente y, p o r  tanto, no 

p ro p orcio n an  n in gu n a in fo rm ación  sobre la  línea in teg ra l q u e  "e n tra "  

e n  e l  p u n to  s in g u la r 5 .  En cam b io , si n os m ov em os p or la línea 

in teg ra l "p a rt ie n d o "  d e l p u nto  S  y  tom and o c o m o  segm ento  inicial 

d e la  línea  in teg ral un  seg m en to  d e  la  recta  excep cional, en to n ces 

e l  e rro r  se  p u ed e  m in im izar si s e  tiene e n  cu en ta  la convergen cia  

d e las lín eas in teg ra les e n  la d irección  d e d ecrecim ien to  d e la 

v ariab le  x .

o x

Fig. 72 Fig. 73
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10. Puntos de equilibrio de  orden superior

En la figura 7 2  se  m uestra la d isposición d e las líneas integrales en 

u n  entorno d el punto singular. La línea qu e pasa p or el punto x ( del 
cuello  d e la tobera corresponde a  los valores d onde e l num erador 

d el segundo m iem bro d e  la  ecuación (156) se  anula, m ostrando la 

existencia d e  puntos d e extrem o.

10. Puntos de equilibrio 
de orden superior

En las secciones precedentes hem os estudiado los tip os d e  puntos 

singulares que se  presentan cu and o e l jacobiano e s  d iferente de 
cero ( J *  0 ). Pero cuando, p o r ejem plo, todas las derivadas parciales 

hasta de orden n  inclusive d e  las funciones X  e  Y  que aparecen en 
los segundos m iem bros d el sistem a (122) se  anulan, en un  entorno de 

u n  punto singular son  posibles infinitos esquem as d e com portam iento 

d e las trayectorias d e fase. Al m ism o tiem po, si exclu im os d el análisis 
los puntos d e equilibrio tip os centro y foco, entonces resulta qu e el 

entorno del punto singular se  pu ede divid ir en un núm ero finito 
de sectores pertenecientes a  los tres tipos estándar: h iperbólicos, 

parabólicos y elípticos. A ntes d e  estudiar con  m ayor d eta lle  estos 
sectores, harem os una serie d e suposiciones que sim plificarán la 

investigación posterior.

A nte todo, vam os a considerar qu e e l origen de coordenadas ha 

sido trasladado al punto singular, o  sea, x ‘  =  y '  =  0 ;  los segundos 
m iem bros del sistem a (122) se  pueden escribir e n  la  forma

X  (x , y ) =  X n(x , y) +  $ ( z ,  y),

Y {x , y ) =  Yn{x , y) +  '¡’(x l y),

www.FreeLibros.me



d o n d e  X n e  Yn son  p o lin o m io s h o m o g én eo s d e g rad o  n  resp ecto  a  las 

v a ria b le s  x  e  y  (u n o  d e  esto s  p o lin om io s p u ed e  ser id én tico  a cero); 
y  e n  u n  e n to rn o  del o rig en  d e  co ord en ad as las fu n cion es $  y  ^  

p o seen  d eriv a d a s  p a rc ia les  co n tin u as d e  p rim er orden . Su p on drem os, 

a d em á s, q u e  e n  ese  m ism o e n to rn o  d e l o rig en  d e  co ord en ad as las 

fu n cio n es

■fr(s- y) y) *¿x,y)
(X2 +  y2)(n+l)/2' (g.2 _j_ y2yi/2' - f  y 2)n!2'

M x .y )  9 J x . y )  9 f ( x .y )

( i 2 +  v 2)<"+D/2'  (x 2 +  y 2)"/1 '  ( i 2 +  y 2)"'2

e stá n  aco tad as.

B a jo  esta s  co n d ic io n e s  so n  v á lid as las s ig u ien tes afirm aciones:

1 . P ara  e l  sistem a d e  ecu a cio n es (122) co n  seg u n d os m iem bros d e  la 
fo rm a  (157), toda tray ecto ria  q u e  "e n tre "  e n  e l  o rig en  d e coord enad as 

co n  tan g en te  d efin id a  e s  tan g en te  a  una d e la s  rectas excep cion ales

x Y n( x , y ) - y X n( x ,y )  =  0. (158)

C apítu lo  2 . M étodos  cualitativos de  análisis de  m odelos d iferenciales

D ad o q u e  la s  fu n ciones X n e  Yn so n  h o m o g én eas, la  e cu a ció n  (158) 

s e  p u ed e  escrib ir  c o m o  u n a ecu ación  resp ecto  a  la  p en d ien te  A =

E n  e s te  caso  la  recta  excep cion a l se  llam a sin gu lar  si se  cu m p len  las 

ig u a ld ad es

X n{x , y )  =  Yn{x , y )  =  0.

L a s  rec ta s  d e  la  figu ra 6 2  son  e je m p lo s  d e  este  tip o d e  recta . Las 

rec ta s  (158) no sin gu lares s e  d en om in an  regulares.
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10. Puntos de equilibrio  de  orden superior

2. Para investigar e l co m portam iento  d e  las trayectorias d e fase 

d el sistem a (122) en un  en torno d e u n o  d e lo s  d o s haces qu e 
"p a rte n " del origen  d e coord enad as y  form an la  recta excep cional, 

basta co nsid erar un  círcu lo  su ficien tem ente p eq ueño (con  cen tro  en 
e l orig en  d e  coord enad as) en e l  q u e  s e  e lig e  un secto r acotad o 

p o r d os radios situad os su ficientem ente cerca a  am bos lados d e la 
sem irrecta. Este sector se  conoce com ú nm ente co n  e l nom bre de 
dom inio norm al d e From m er. Seam os m ás precisos: en e l caso  d e 

una recta excep cional regular, correspondiente a un  factor lineal 
en  la  ecuación (158), e l d om in io  norm al v isto  en un círcu lo  de 
radio su ficientem ente pequeño p u ede ser atrayen te  (dom in io  norm al 
d e prim er tipo) o  repelente  (dom in io norm al d e segundo tipo).

2 a )  U n  dom inio norm al de p rim er tipo se  caracteriza  p o r el hecho de 
qu e toda trayectoria qu e pase p o r é l alcanza e l origen  d e coord enad as 

e n  la d irección d e la tangente q u e  co in cid e con  la recta excep cional 
(fig. 74).

F ig .  7 4 Fig. 75

26) U n d om in io norm al d e segu nd o tip o se  caracteriza  p o r el hecho 

de qu e sólo una d e las trayectorias d e fase  q u e  pasa p o r é l alcanza 
e l  punto singu lar e n  la d irección d e la tangente q u e  co in cid e co n  la 

recta excepcional. Las d em ás trayectorias d e fase d el sistem a (122) 
qu e en tran  en el d om in io norm al a través d e la frontera del círcu lo  
lo  abandonan atravesando uno d e los rad ios q u e  lo  aco tan  (fig. 75).
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C a p ítu lo  2. M étodos  cualita tivos de análisis d e  m ode los d iferenciales

P re ste m o s a te n ció n  a l sig u ien te  h ech o . S i  e l  c írcu lo  c o n  cen tro  e n  e l 
o rig en  d e c o o rd e n a d a s  e s  su fic ien tem en te  p eq u eñ o , en to n ces lo s  d o s 

tip o s  d e  d o m in io s  n o rm a le s  co n sid era d o s se  p u e d e n  c la sifica r seg ú n  
e l  c o m p o rta m ie n to  d e l v e c to r  (X ,  Y )  e n  la  fron tera  d e l d om in io . 

A d em á s, e l  co m p o rta m ien to  d e l v e c to r  ( X , Y )  se  p u ed e  id en tificar 

c o n  e l  d e l v e cto r  (X n,Y n).  In c lu so  se  p u ed e  m ostrar q u e  si, co m o  
s e  h a  su p u e s to , la  d irecc ió n  e x ce p cio n a l d ada n o  co rresp o n d e  a  una 
ra íz  m ú ltip le  d e  la  e cu a ció n  ca ra c te r ís tica , e n to n ce s  e l v e c to r  v isto  en 

u n o  d e  lo s  ra d io s  q u e  lim itan  e l  d o m in io  n o rm al e s tá  d ir ig id o  b ien  

h a c ia  e l  in terior, b ie n  h a c ia  e l  e x te rio r  d e l d om in io . S i e n  e l p rim er 
c a so  e l  v ector, v isto  e n  e l  a rco  d e  circu n feren cia  d e la fron tera , está  

d ir ig id o  h a c ia  e l  in terior, y  e n  e l  seg u n d o  caso  está  d ir ig id o  h acia  
e l ex terio r, e n to n ce s  e l  d o m in io  n o rm a l es d e  p rim er tip o . S i  tiene 

lu g a r la  s itu a c ió n  co n tra ria , e l  d o m in io  n o rm al e s  d e  seg u n d o  tipo. 
E n  cu a lq u ie r  c a so , e l  vector, v isto  e n  e l  a rco  d e  c ircu nferen cia  d e 

la  fro n te ra , siem p re  está  d ir ig id o  b ie n  h acia  e l  in terio r b ie n  h acia  e l 

e x te r io r  d e l d o m in io , p u e sto  q u e  e s  c a s i p a ra le lo  a l radio.

L o s d o m in io s  n o rm a les  co rresp o n d ien tes  a  d irecc io n es excep cio n a les 

s in g u la re s  o  a  ra íces  m ú ltip les  d e  la  ecu ación  cara c terística , so n  d e 
n a tu ra le z a  m á s  co m p le ja , y  e n  v ista  d e q u e  casi nu nca  se  presentan , 

n o  lo s  co n sid e ra re m o s e n  e l p resen te  trabajo .

U n  p u n to  d e  silla  a d m ite  cu a tro  d o m in io s  n o rm a les  d e  p rim er tipo. 

En u n  e n to rn o  d e  un  n o d o  h a y  d o s  d o m in io s n o rm ales d e p rim er 

t ip o  y  d o s  d e  se g u n d o  tipo.

3 .  S i  e x is te n  rec ta s  ex ce p cio n a le s  rea les , en to n ces e l en to rn o  d e l p u nto  

s in g u la r  s e  p u e d e  d iv id ir  e n  un  n ú m ero  fin ito d e  se c to re s , cad a u n o  
lim ita d o  p o r  d o s  tra y ecto ria s  d e  fase  d e l sistem a (122) q u e  en tran  en 

e l o r ig e n  d e  co o rd e n a d a s  co n  tan g en te  d efin id a . C ad a u n o  d e estos 

se c to re s  p e r te n e ce  a  u n o  d e  lo s  tre s  tip o s  sig u ien tes :

m
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10. Puntos d e  equ ilib rio  d e  orden superior

3 a )  U n secto r e líp tico  q u e  co n tie n e  in fin itas tra y ecto ria s  d e fase  co n  

form a d e  b u cle , las c u a le s  p asan  p o r e l o r ig e n  d e co o rd e n a d a s  y son  

tan g en tes a  lo s  lad o s d e  la  fron tera  d e l se c to r  (fig . 76).

3 6 ) U n  secto r p arab ó lico  d en sam en te  p o b la d o  d e  tra y ecto ria s  d e  fase  

q u e  u n en  e l p u n to  sin gu lar co n  la fron tera  d e l e n to rn o  (fig . 77).

3 c )  U n  secto r h ip erb ó lico  d en sam en te  p o ­

b la d o  d e  tray ectorias q u e  s e  acerca n  a la 
frontera e n  a m b as d ireccio n es (fig . 78).

H a b lem o s co n  m á s  precisión:

4 a )  L o s secto res e líp tico s s e  form an  en tre  

d o s tray ecto rias p erten ecien tes a  d o s d o m i­

n io s n o rm a les  co n secu tiv o s d e  p rim er tipo.

4 6 ) L os se c to re s  p arab ó lico s  se  form an  e n tre  d o s  cu rv a s  d e fase 

p erten ecien tes a d o s d o m in io s n o rm a les  co n secu tiv o s, u n o  d e  p rim er 
tip o  y  o tro  d e seg u n d o  tip o. T o d as las cu rv as d e  fase  q u e  p a sa n  p o r 

este  secto r so n  tan g en tes  e n  e l  p u n to  s in g u la r a  la  rec ta  excep cion a l 
q u e  d efin e  e l  d o m in io  d e p rim e r tipo.
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Capítulo 2. M étodos cualitativos de  análisis de modelos diferenciales

4 c )  Los sectores hiperbólicos se form an entre d os trayectorias perte­
necientes a  d os dom inios norm ales consecutivos d e segundo tipo.

Se pueden distingu ir cuatro sectores hiperbólicos en un punto de 
silla y cu atro  sectores parabólicos en un  nodo. L os sectores elípticos 
no aparecen e n  e l caso de los puntos singulares sim ples, cuando el 

jacobiano es diferente d e cero ( J *  jé  0).

En un en to rno d e un  punto singular que no perm ite la  existen­
cia d e  direcciones excepcionales reales, las cu rvas d e fase tienen 

obligatoriam ente estructura d e centro o de fo co n ).

11. Inversión y coordenadas 
homogéneas

En las secciones anteriores expusim os algunos m étodos para determ i­
nar e l com portam iento local d e las trayectorias de fase d e  los sistem as 
diferenciales tip o (122) en un  entorno d e  un punto singular. Aunque 

en m uchos casos toda la inform ación necesaria se  puede obtener de 
esta m anera, es posible qu e tengam os qu e exam inar e l com porta­
m iento d e las trayectorias e n  sitios d el plano d e fase infinitam ente 

alejados, cuand o x 2 +  y2 — oo. El m étodo más sim ple de estudio 
d el com portam iento asintótico de las trayectorias d el sistem a (122) 

consiste en transform ar e l sistem a inicial, por ejem plo, m ediante la 
inversión

U ) L o s  m é to d o s  p a r a  d ife r e n c ia r  u n  c e n t r o  d e  u n  fo c o  s e  p u e d e n  %'er, p o r  e je m p lo , en 

e l l ib ro  d e  V. V. A m e lk in , N . A . L u k a s h é v ic h  y  A . P. S a d o v s k i " O s c i la c io n e s  n o  lin e a le s  

e n  s is te m a s  d e  s e g u n d o  o r d e n " , M in s k , 1 9 8 2  (e n  ru so ).
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11. Inversión y  coordenadas homogéneas

i .  « ,, i  \ (159)
V  s ’  +  y2 '  *  *2 +  3,2/ '

la cu al perm ite analizar e l punto e n  e l infinito. La transform a­

c ió n  (159) transform a el orig en  d e  coord enad as e n  e l p u nto  del
infinito, y  viceversa. C u alq u ier punto fin ito  M ( x ,y )  d e l p lano  d e
fase se  transform a m ediante (159) e n  un  p u nto  M '(£ , tj) d e l m ism o 

p lano, verificándose que M  y  M '  están 

e n  una m ism a sem irrecta q u e  p arte del 

o rig en  d e coord enad as, d e m anera que 
O M  • O  A i ' =  r 2 (fig. 79). C o m o se  sabe, 

d ich as inversiones transform an las cir­
cu nferencias en  circu nferencias (las líne­

a s  rectas son  circunferencias que pasan 
por e l p u nto  d el infinito). En p articu­
lar, las líneas rectas q u e  p asan  p o r e l Fig. 79

orig en  d e  coord enad as so n  invariantes
respecto a la transform ación (159). P or esto , las p en d ien tes d e  las 

d ireccion es asin tóticas son  las p en d ien tes d e las tan g en tes en  el nu evo 
origen d e  co ord enad as ^ =  rj =  0 .  En la gran  m ayoría  d e  los casos 

e l nu evo origen d e coord enad as e s  un  p u n to  singular. L as cau sas de 

este  hecho serán exam inadas posteriorm ente.

En lo  referente a  la  constru cción  e n  el p lano  inicial (x , y )  d e  una curva 

qu e posea una dirección asintótica determ inad a, es decir, una tangente 
definida en e l origen  d e  coord enad as e n  e l n u ev o  p lano  (£ , tj) , se

d ebe  com en zar p o r su  constru cción  e n  e l p lano (£, rj), d igam os, en
u n círcu lo  unidad d e  (£ , rj). D e hecho , d ad o q u e  (159) transform a 

tod o círcu lo  unidad e n  s í  m ism o, en tonces siem p re se  p u ed e hallar
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C apítu lo  2. M étodos  cualitativos d e  análisis de m odelos d iferenciales

u n p u n to  d e  in tersecció n  d e  la  cu rv a  co n  la c ircu nferen cia  un idad  en 

el p la n o  (x , y );  e l an á lis is  p o sterio r se  realiza d e  la  m anera usual.

N ó tese  q u e  e l com p letam ien to  d el p la­

n o  (x , y)  co n  e l p u n to  del in fin ito  es 

to p o ló g icam en te eq u iv a len te  a  la  in­

v ers ió n  d e la p ro y ecció n  estereográfica  

(fig . 80), la  cu a l transfo rm a lo s  pu ntos 

d e  la  esfera  e n  e l p lano  tangen te  a ella 

e n  e l p u nto  5 .  El cen tro  N  d e  la  pro­

y ecc ió n  e s  d iam etra lm en te  o p u esto  al 

p u n to  5 .  E s ev id en te  q u e  e l cen tro  N  
d e la p ro y ecció n  co rresp o n d e  al p u nto  

d e l in fin ito  e n  e l p lano  ( x ,y ) .  R ecípro­

cam en te , si tran sfo rm am o s e l p la n o  e n  la esfera , en to n ces un  cam p o 

v ectoria l e n  e l p lano  s e  tran sfo rm a e n  un ca m p o  v ectoria l e n  la  esfera , 

y  e l p u n to  d e l in fin ito  p u ed e  resu lta r un  p u n to  sin gu lar e n  la  esfera .

S in  em b a rg o , se  d eb e te n e r p resen te  q u e  a  p esar d e q u e  e l m éto do 

d e  in v ersión  e s  m u y  ú til, é l resulta m uy incó m o d o y  req u iere  cál­

cu lo s  v o lu m in o so s cu a n d o  e l p u n to  sin gu lar e n  e l in fin ito  tiene una 

estru ctu ra  co m p licad a . En esto s  ca so s s e  p u ed e  utilizar otra  transfor­

m ació n  m ás có m o d a  d e l p la n o  (x , y ),  las d en om in ad as coorden adas  
h om og én eas

Esta tran sfo rm ació n  le  p o n e  en corresp on d en cia  a  cad a  p u n to  (x ,  y) 

una terna d e  n ú m ero s rea les { i , i } , z )  n o  to d o s ig u ales a cero  si­

m u ltá n ea m en te ; a d em á s, p ara  to d o  real k  ^  0, las te m a s (£ , t¡ ,  z )  y 

( ,  krj, k z )  n o  se  d iferen cia n  e n tre  sí.
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11. Inversión y  coordenadas homogéneas

Si (x , y)  es  un punto finito, entonces z  0 . S i z  =  0 , obtenem os una 
recta en e l infinito. El p lano (x , y) com pletado con  una recta e n  el 
infinito se  llam a platio  proyectivo. Dicha recta puede contener varios 

puntos singulares, cu ya naturaleza es, por lo  general, m ás sim ple qu e 
la d e los puntos singulares obtenidos m ediante una inversión.

S i consideram os un haz d e  rectas y describim os alrededor d e  su 

centro una esfera de radio igual, por ejem p lo, a la unidad, entonces 
cada recta del haz se  cortará con  la esfera en d o s puntos d iam e­
tralm ente opuestos. D e aqu í se  d educe que tod o punto d el plano 
proyectivo se  transform a d e  m odo biunívoco y continuo en un par 

d e puntos diam etralm ente op uestos de la esfera unidad. De este 
m odo, e l p lano proyectivo se pu ede ver com o el con junto  d e todos 

los pares de puntos d iam etralm ente op uestos de la  esfera unidad. 
Para im aginam os el plano proyectivo es suficiente considerar, por 
ejem p lo, la m itad inferior d e la esfera y  ver su s pu ntos com o pun­
tos del p lano proyectivo. Proyectando ortogonalm ente la  sem iesfera 

inferior en el plano a  tangente a  la esfera e n  e l polo 5  (fig. 81), el 

plano proyectivo se  transform a en un círculo unidad e n  el qu e los 
puntos diam etralm ente op uestos d e  la frontera se identifican. Cada
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Capítulo 2. M étodos cualitativos de  análisis de modelos diferenciales

p ar d e p u n to s d iam etralm ente op uestos de la  frontera correspon­
d e a una recta im prop ia  (infinitam ente alejada), cuya unión con  el 

p lano  eu clíd eo  lo transform a e n  una superficie cerrada: e n  e l plano 
proyectivo.

12. F lu jo  de un gas ideal 
en un conducto rotatorio 

de diámetro constante

En algunos sistem as d e  helicópteros y aviones turbohélice, as í com o 
e n  las turbinas d e reacción, la  m ezcla gaseosa de com bustible se 

hace pasar p o r co nd u ctos rotatorios d e  sección  transversal constante 
situ ad os en la paletas d el com p resor y  unidos m ediante un eje 
vertical hu eco. Para estab lecer las condiciones óp tim as d e rotación 

es necesario  an alizar e l paso d e la m ezcla p o r el conducto rotatorio 
y  relacionar la  so lu ción  con  las condiciones d e  contorno propias del 
conducto. En la paleta , e l g as g ira  junto  con  ésta alrededor del eje 

con  velocidad angu lar constante a; y  se  m ueve respecto al conducto 
dv

con aceleración v — , d onde v  e s  la  velocidad d e una partícula de

g as respecto al conducto, y  r ,  la coordenada, m edida a lo largo d e  la 
paleta rotatoria del com presor.

En la figura 8 2  se  presenta e l esquem a del conducto rotatorio de 
una p aleta del com p resor 12\ S e  su pone que la m ezcla de estado

1:1 Kestín /., Zaremba S .  K. A d ia b a t ic  o n e -d im e n s io n a l  flovv o f  a  p e r fe c t  g a s  th ro u g h  

a  r o ta t ir ig  t u b e  o f  u n ifo r m  c r o s s -s e c t io n  / /  A e ro n a u t. Q u a r t .  1 9 5 4 . V .4 .  P. 3 7 3 - 3 9 9 .
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12. Flujo en un conducto rotatorio de diám etro constante

inicial conocid o se  sum inistra p o r u n  eje hueco a la cav idad  en 

e l e je  d e rotación, y que la velocidad del flu jo en la  cav idad  es 

despreciable. D enotem os con  a  la frontera d e  perm anencia del gas 

e n  la cavidad . Su pondrem os qu e e l g as es un  gas id ea l con  calor 
esp ecífico  constante. El coeficiente d el p roceso isoentróp ico (es decir, 

del proceso ad iabático reversible) se  representará con  la letra 7 .

A dem ás, se  su pone qu e e l g as se  d ilata e n  la  tobera que term ina 

en la sección  6, sección qu e, a  su vez, es la entrada al cond ucto  de 

d iám etro constante. A sum am os que la d ilatación  del g as del estad o  a 

al estado b  es  isoentrópica; representem os con  u , la velocidad  d el gas 

después d e la dilatación, y  la  d istancia d esde el eje d e rotación O , 
hasta la sección 6, m ediante r , .

A l pasar a  través del canal d e  sección transversal con stan te  de 

área A y  d iám etro h idráulico D , e l g as se  acelera ba jo  la  acción 

com binada d el gradiente d e presión y d e  la aceleración dinám ica en 

la paleta rotatoria del com presor. D espreciarem os tanto la influencia 

d el cam bio de nivel d e presión (si existe tal cam bio) com o la variación 
d e  los grad ientes d e  presión qu e actúan sobre e l p lano d e  la sección  

transversal y  qu e so n  consecuencias d e  las aceleraciones d e Coriolis. 

Esta última su posición requiere, en  general, verificación experim ental,
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y a  q u e  la ex isten cia  d e  g rad ien tes tran sversales d e  p resión  pu ede 

se r  la cau sa d e  la  ap arición  d e flu jos ad icio nales. S in  em bargo , si el 
d iám etro  del co n d u cto  e s  p eq u eñ o  e n  co m p aració n  co n  su  longitud, 

d ich a  su p osic ió n  e s  válida.

A hora e s  claro  q u e  las ecu acion es d e  m ovim ien to  y d e energía d e la 
m ezcla  co m p rim id a q u e  pasa p or un  co n d u cto  d e secció n  transversal 

co n stan te  y e n  e sta d o  d e  rep oso , d eb en  cam b iar su form a en virtud 
d e  la fu erza d e inercia. En cu an to  a la ecu ació n  d e  co ntin u id ad , su 

form a n o  varía.

S u p o n g am o s tam b ién  q u e  a  p artir d e  la sección  c  situad a al final del 

co n d u cto , e l g as se  com p rim e d e  m od o isoentróp ico  al pasar p o r la 
to b era  q u e  s e  en sanch a. E l g as p asa al estad o  d e  reposo resp ecto  a la 
p aleta  d e l co m p reso r e n  la segu nd a cavidad  a  una d istan cia  r 3 d el eje 

d e  ro tació n , y  a lcan za u n a presión  igual a  Pd y  una tem p eratu ra Td.

D esd e la seg u n d a  cavidad  el g as se  d ila ta  isoentróp icam en te p o r la 
tob era d e  secció n  transversal d ecrecien te  (o  d ecrecien te-crecien te), de 

m od o q u e  ab an d o n a la cav idad  form and o un án g u lo  recto con  e l eje 
del co n d u cto . A sí, ap arece  una fuerza d e  em p u je  cond icio nad a por 

la  ex isten cia  d e  un  m om en to  d e torsión.

En lo  su cesiv o , para sim p lificar la exp osición  consid erarem os que 

la tob era se  estrecha y  q u e  e l área d e  la  secció n  transversal de 

sa lid a  e s  A '. D en otem os la presión  exterior (presión atm osférica) 
m ed ian te  P a , y an alicem os d os ca so s del p aso  d e  la m ezcla por

P
la  to b era . P rim ero , cu a n d o  la relación  su p era e l valor crítico ,

P A
e s  d ecir, cuando

5 .  >  (  2  V /(T" 1>
Pt  V 7  +  1 )

C apítu lo  2. M étodos cualitativos de análisis de m odelos diferenciales
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12. Flujo en un conducto rotatorio  de diám etro constante

En este  caso , el flu jo en la salida d e  la tobera es su bsónico , im plicando 

qu e la presión P3 es  igual a  la presión atm osférica:

P .
El segu nd o caso  se  presenta cu and o la relación  ~  e s  m enor q u e  el

Pd
valor crítico , o  sea, cu and o

A qu í la presión P 3 en  la salida d e la tobera tiene un  valor fijo qu e 

d ep end e d e la presión P d, p ero  no d e  la presión  P a . D e este m odo,

En este últim o caso , el flu jo e n  la salida d e la tobera p osee la velocidad 

del sonido

d on d e el valor d e la m agnitud a d d ep end e únicam ente d e  la tem pe­
ratura Td.

En e l análisis futuro su pondrem os q u e  e l flu jo  es ad iab ático  en 
todas partes, y q u e  e s  isoentróp ico sa lv o  en e l tram o d el conducto 
com prendido en tre  las secciones b  y  c.

A l igual que e n  el caso  d e la  d edu cción d e la ecuación diferencial del 
flu jo ad iabático de un  gas ideal en una tobera d e d iám etro variable,
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Capítulo  2. M étodos cualitativos de análisis de m odelos diferenciales

nos d eten d rem o s e n  las ecu aciones d e  co ntin u id ad , d e m ovim iento  y 

d e energía . La ecu ació n  d e co ntin u id ad  e n  este  caso tiene la  form a

v v ,  A*

* = K  =  ^ T  =  const'
(160)

d on d e V  es  e l v o lu m en  esp ecífico  y  ^  e s  la  densidad  d e m asa del 
flu jo. E scrib ien d o (160) d e  otra  m anera, resulta

m

* mT-
d on d e m ! e s  la  m asa d el flujo.

P ara  o b ten er la ecu ación  d e  m ovim ien to  harem os uso d e  la  fi­
g u ra  8 3 . N ó tese  q u e  la acción  d in ám ica d el m ovim iento rotatorio

d e  la p aleta del com p resor se 
p uede utilizar para d escrib ir el 

m ovim iento  d el flu jo respecto al 
cond u cto  e n  m ovim iento , d on ­

d e , d e  acu erd o co n  e l princip io 
d e  D 'A lem bert, s e  su p on e que 
la fu erza d e  inercia

Fig. 83

^.v +  dv

r Z Z- r+d p
V

r
'77777T?y?7Syy7S/  

r. +  dr . .

77

d i  =  — t/Tr d r

actú a  e n  la d irección  positiva r .  E n ton ces e l elem ento d e  masa 
A dv

d m  =  — d r  se  m ueve co n  aceleració n  v —  ba jo  la  acción  d e la fuerza 
V d r

d e  inercia d i ,  d e  la  presión  A d P  y  d e la fuerza d e  rozam iento

4A  v2
d F  =  A quí r  =  A — , d on d e A d ep en d e d el núm ero de
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12. Flujo en un conducto rotatorio de diámetro constante

Reynolds. En una prim era aproxim ación se  puede consid erar qu e A 
es una m agnitud constante a lo largo d e todo e l conducto. Teniendo 

en cuenta esto, la  ecu ación d e  m ovim iento se  escribe en la  forma

A dv  2A Av2 A  ,
— d r  v —  =  —A d P  d r  +  — to r  dr,
V d r  V D  V

o, después d e simplificar,

V d P  +  v dv  +  ^ t >2 d r  -  w3r  d r  =  0 . (161)

La ecuación d e energía se obtiene fácilm ente con  ayuda del prim er 
principio d e  la  term odinám ica para sistem as cerrados y  teniendo 
presente que la cantidad de trabajo realizado por e l sistem a e s  w 2r  d r .  
De este m odo,

dh  +  v  d v  -  w 2r  d r  =  0, 

d onde h  es  la entalpia.

Determ inando la velocidad a  del sonido con  la fórm ula

7 - 1  

obtenem os que

7  _  1 7  -  1a  da  +  —- — v d v   — w2r  d r  =  0.

D e aquí, la  ecuación d e energía es
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C apítu lo  2. M étodos  cualitativos de  análisis de m odelos diferenciales

In tro d u cien d o  las m a g n itu d es ad im en sio n ales

v  r  tv2D 2
M„ =  — ,  x  — G 2 =  — r - ,  (163)

D

llegam o s a la  igualdad

' g V .  (164)
2  0 2

D esp e ja n d o  la p resión  y  e l  v o lu m en  esp ecífico  d e las ecu aciones 
fu n d am en ta les  (160 ), (161) y  (164), e s  posib le  o b ten er una ecu a­
c ió n  q u e  re lacio n e  la m agn itu d  ad im en sio n al Afg con  la d istancia 

ad im en sio n a l. E sta  e cu a ció n  e s  p recisam en te la ecu ació n  d iferen­
cia l fu n d am en tal p ara  la  reso lu ción  d e l problem a analizad o . D e la 
e cu a ció n  d e co n tin u id ad  (160) s ig u e  qu e

V  =  (165)

T om and o e n  co n sid era c ió n  las igu ald ad es

í . r P r .

a  p a rtir  d e la ecu ació n  (162) ob tenem os
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12 . R ujo en un conducto rotatorio  de d iám etro constante

d P
Su stitu y en d o  e l v a lo r d e  V  d e  la ecu ación  (165) y  —  d e  la

ecu ación  (166) e n  la ecu ación  d e m ovim ien to  (161) y  ten ien d o  en 

cu enta las exp resion es (163), resulta la ecu ació n  diferencial

H aciendo

M q =  y , m  =  2 X j,  P  =  ^ (7  +  1)/ í  =  j ( 7  “  *)>

la ecu ación  (167) s e  p u ed e escrib ir  com o

(167)

d y  _  2 y (m y  -  G 2z )  

d x  1 -  p y  +  q G 2x 2
(168)

La ecu ación  d iferencial (168) e s  n u estro  o b je to  d e inv estig ación  

posterior. E l cam b io  d e  variab le  (159) red u ce  la ecu ación  (168) a la 

form a

d n  ^ [ t e W ) 2- P q U W ) + < ? G 2¿ 2] + ^ ( T72- ¿ 2) ( m ,7 - G 2£ )

( í 2- ^ ) [ ( í 2+V 2) 2- p - / ( í 2+>/2) + ? G 2í 2] + 4 í ^ ( m ^ - G 2í )  '

(169)

Es claro  q u e  e l o rig en  d e co ord en ad as e s  un  p u n to  sin gu lar d e la 

ecu ación  (169). T anto e n  e l n u m erad o r c o m o  e n  e l d enom inad or, los 

térm inos d e  m en o r ord en  so n  lo s  d e  seg u n d o  orden . Si d esp reciam os 

los térm inos d e  órden es su p eriores (com o se  d escrib e  en  la p ág ina  177,
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C ap itu lo  2. M étodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

cu a n d o  analizam os lo s  pu ntos d e  equ ilib rio  d e  orden superior), 

ob tenem os que

Y< (í, v) = 2qG2? V + 2V(V2 -  í2) (mi) - G2(), 
Xtf.v) = ?G2í2(í2 - !?2) +4í-r(rm, - G2().

lo  q u e  significa  qu e e l orig en  d e  coord enad as e s  un  punto sin gu lar de 
ord en  su p erior. La ecu ación  característica  sim plificada d e la ecuación 

d iferen cia l (169) es

W t 2 +  V2)  [ ( ?  +  2 )G 2Í  -  2m V\ =  0. (170)

D e a q u í resu ltan  las rectas excep cion ales reales

a) {  =  0,

b ) i?  =  0 , (171)

c )  (q +  2 )G 2í  -  2m i) =  0,

cad a  una d e  las cu a les e s  reg u lar y corresp onde a uno d e  los factores 
d e la  ecu ació n  (170).

Para lo s  v a lo res p ositivo s d e £  y  rj, e l v a lo r X A(£, rj) e s  positivo en 

un  en to rn o  d e  tod as las tres rectas excep cionales; consiguientem ente, 

en  e l p rim er cu ad ran te  y  e n  un  en to rn o  d e d ich as rectas la  expresión

Y t f' V )  _ V =  S v ( t 2 + q 2) [ ( q  +  2)G 2í - 2 m V]

X4K.9) í í[</G2í2(í2-*72)+4í»72(".'?-G2í)] 1 '

t ien e  e l m ism o  signo  que e l prim er m iem bro  d e  la igualdad  (171 c), 

es d ecir, tiene s ig n o  negativo p o r d eb a jo  d e  la recta (171 c) y  signo
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12. Flujo en  un conducto rotatorio de  d iám etro constante

p ositivo p or encim a d e ella. Lo ú ltim o se  d eb e  a  q u e  la exp resió n  (172) 

p uede cam biar d e signo  so lam en te al p asar a trav és d e una recta 

excepcional. G eom étricam ente, esto  significa q u e  so bre los rad ios 

situ ad os en e l prim er cu adrante en tre  las rectas (171 b ) y (171 c), el 

segu nd o m iem bro d e la  ecu ación  diferencial

dy  _  y 4(C v )
d i  X A( i ,y ) '

la  cual determ ina e l com portam iento  d e  las cu rvas in teg ra les e n  un 

círcu lo  co n  centro en e l orig en  d e co ord enad as y rad io  su ficien tem en ­

te pequeño, d efine un án g u lo  m ayor 

qu e el ángu lo  d e inclinación de los 

radios. Sobre los rad ios d ispuestos 

en tre  las rectas (171 c) y  (171 a ), el 

seg u n d o m iem bro d e la ú ltim a ecu a­

ció n  d iferencial d efine u n  ángu lo  

m enor q u e  e l án g u lo  d e inclinación 

d e  los rad ios (fig. 84). En consecu en­

cia, e l d om in io norm al q u e  contiene 

a la recta  (171 c) e s  d e  segu nd o tip o. Fig. 84

En virtud d e la sim etría  del cam po

defin id o p o r e l vector ( X 4, K4) , es to s  resultados so n  v álid o s tam bién 

para los dom inios norm ales ob ten idos d e lo s  an terio res m ediante un 

g iro  d e 180° alred edor del punto singular.

A sí p u es, existen exactam ente d o s cu rvas in tegrales q u e  "e n tra n " en 

el punto singu lar por la tangen te  (171 c) e  in finitas cu rv as in tegrales 

qu e so n  tangentes a  lo s  e jes coord enad os (171 a) y (171 b) e n  e l punto 

d e  reposo.
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C apítu lo  2. M étodos cualitativos d e  análisis de m odelos diferenciales

C o m o s e  v e , e l seg u n d o  y  cu arto  cu ad ran tes co n tien en  secto res 

e líp tico s , ya q u e  está n  d isp u esto s e n tre  d o s d o m in io s n o rm ales con­
secu tiv o s d e  prim er tip o (fig. 85). 

C ad a u n o  d e lo s  cu ad ran tes p ri­

m ero y  tercero  e s  d iv id id o  en 

d o s secto res p o r cu rv as inte­
g ra les tan g en tes a  la  recta  ex­

cep cio n al (171 c) e n  e l  origen 
d e  coord enad as. D ich os secto­

res so n  p arabólicos, p u esto  que 
se  en cu en tran  en tre  d o s d om i­

n io s n o rm ales co n secu tiv os, uno 
F|g 85 d e  lo s  cu a le s  es d e  p rim er tipo,

y  e l o tro , d e  seg u n d o . A dem ás, 

to d as las lín eas in teg ra les, sa lv o  aq u éllas q u e  so n  tan g en tes a la 

recta  (171 c), so n  tan g en tes  a  lo s  e je s  d e  co ord en ad as (171 a) y  (171 b) 

en e l p u n to  singular.

D esd e u n  p u n to  d e  v ista físico , la  
e cu a ció n  d iferen cia l (108) tien e  sen­

tid o  so la m e n te  e n  e l p rim er cu a­

d ran te  d e l p la n o  {x , y ). R egresan­
d o  a  e s te  p lan o , v em o s q u e  ex iste  

ú n icam en te  u n a cu rv a  in teg ral con  

d irecció n  asin tó tica  d e  p en d ien te

<? +  2 ) | -  « 9 - 8 6

La cu rv a s  in teg ra les restan tes ad m iten  co m o  d irección  asin tó tica  a 

u n o  d e  lo s  e je s  d e  coord enad as. D e hecho , se  p u ed e  d em ostrar 
q u e  to d as e s ta s  cu rv a s  s e  acercan  asin tó ticam ente a  uno d e  los ejes
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13. Trayectorias cerradas aisladas

y  . x
co ord en ad os, e s  decir, q u e  al ten d er a  in fin ito  n o  s ó l o  * 0 ó    0

x  y
e n  ca d a  una d e  e llas, s in o  q u e  e n  rea lid ad  y  - *  0  ó  x  —♦ 0 .  Este 

h ech o  se  ilu stra  e n  la  figura 86, d o n d e  ap a re cen  a lg u n a s d e las 

cu rv a s  in teg ra les para v a lo res  g ra n d es d e  x  e  y .  El cu a d ro  d e 
co m p o rtam ien to  d e  las cu rv a s  in teg ra les a  u n a d is ta n cia  fin ita d el 
o rig en  d e  co o rd en ad as d ep en d e , a n te  to d o , d e  la  d isp o sic ió n  d e  los 
p u n to s sin gu lares, y  ex ig e  un  ex am en  esp ecia l. S e  p u e d e  d em ostrar, 

a d em ás, q u e  las cu rv a s  in te g ra le s  q u e  s e  acerca n  asin tó tica m en te  
a  los e je s  d e  co o rd en ad as (fig . 86), a b a n d o n a n  e l p rim er cu ad ran te  

a  u n a d istan cia  fin ita  d e l o r ig e n  d e  co ord en ad as.

13. Trayectorias cerradas aisladas

Ya sab em o s q u e  e n  e l c a so  d e  u n  cen tro  c ie rta  reg ió n  d e l p la n o  d e 

fase está  d en sam en te  p o b lad a d e  tray ecto rias cerrad as . S in  em barg o , 

s e  p u ed e  p resen tar u n a situ ació n  m á s  co m p le ja  c u a n d o  se  tien e 
u n a tray ecto ria  ce rra d a  a is lad a , e s  d ecir, una tray ecto ria  ce rra d a  que 
p o see  u n  e n to rn o  d o n d e  n o  s e  co n tie n en  o tra s  tra y ecto ria s  cerrad as . 

Este ú ltim o caso  está  d irectam en te  re la c io n a d o  co n  la cu e stió n  de 
la  ex isten cia  d e so lu cio n es p erió d icas a islad as. Y  resu lta  in teresan te  

q u e  las tra y ecto ria s  cerrad as a is la d a s só lo  p u e d e n  te n e r e cu a c io n e s  y 

s istem as d e  ecu acio n es d iferen cia les n o  lineales.

L as so lu cio n es p erió d icas a is la d a s  e stá n  re la c io n a d a s c o n  u n a g ran  
v aried ad  d e  p ro p ied ad es d e  los fen ó m en o s y  p ro ceso s q u e  tien en  

lu g a r en la  b io lo g ía  y  la  rad io fís ica , e n  la  teo ría  d e  o sc ila c io n e s  y en 
la  a stro n o m ía , e n  la  m ed icin a  y  e n  la teo ría  d e  co n stru cc ió n  d e  ins­

tru m en to s. L as so lu cio n es d e  este  tip o  tam b ié n  ap a re cen  al es tu d ia r  
lo s  m od elo s d iferen cia les e n  e co n o m ía , e n  la  reso lu ció n  d e  m u ch o s
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Capítulo 2. M étodos cualitativos de análisis de  m odelos diferenciales

problem as d e control au tom ático , d e constru cción d e  aviones, etcétera. 
M ás ad elan te  estud iarem os la p osibilidad  d e su rgim iento d e so lucio­
n es p eriód icas aisladas al investigar los procesos en redes eléctricas. 

C o m o m od elo  consid erarem os e l sistem a diferencial no lineal

^  =  —y  +  x ( l  — i 2 — y2),
“  (173)■£=x + y( \-x2-y2).

Para reso lver el sistem a (173), introdu zcam os las coord enad as polares 
r ,  9  m ediante las fórm ulas x  =  r  e o s  0 , y  =  r  sen  0 .  D erivando las 

exp resion es x 2 +  y 2 =  r 2 y  6  =  arctg  -  respecto a  t,  obtenem os las 

igualdades

d x  d y  d r  d y  d x  2d0
x — +  u — =  r — , x  v — =  r  (174)

dt y d t d t '  dt y dt dt

M u ltip licand o la prim era ecu ación  d el sistem a (173) p or x  y la 

segu n d a p or y ,  su m an d o las ecu aciones resultantes, y teniendo en 
cu enta la  p rim era igualdad  d e  (174), hallam os

(175,

S i ahora m u ltip licam os la segu nd a ecu ación  d e  (173) p o r x  y  la  p ri­
m era p o r y ,  y las restam os teniendo en cuenta la  segunda ecuación 

d e (174), ob tenem os

r 2§ = r 2. (176)
dt

El sistem a (173) p o see un  único p u nto  singu lar 0 ( 0 ,0 ) .  Ya que 
p o r ahora  no s interesa so lam ente la  construcción d e la  trayectoria.
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13. Trayectorias cerradas aisladas

podem os asum ir que r  >  0 . Entonces las ecu aciones (175) y  (176) 

indican que e l sistem a (173) se  redujo a la forma

£ = r ( l - r > ) ,  (177)

Integrando las ecuaciones d el sistem a (177) obtenem os toda la fam ilia 

d e  su s soluciones:

r = 7 F + c ^ í '  *  =  £ + í°' (178)

o, regresando a las variables in iciales x  e  y,

eos {t +  ¿0) sen  (t + 10)
* "  V i  + C e - » '  V ~  V l  +  C e -5 - '

H aciendo C  =  0  en la prim era ecu ación  d e  (178), llegam os a  las 

ecuaciones

r  =  l ,  9 =  t + tn.

Estas igualdades definen  una trayectoria cerrada: la circunferencia 

x 2 +  y 2 =  1. S i C  <  0 , en tonces es evidente q u e  r  >  1 y r  - *  1 

cuand o t  - *  + o o . S i C  >  0 ,  en tonces r  <  1 y  nu evam ente r  —* 1 
cu and o t  —* -fo o . E sto quiere d ecir qu e ex iste  una única trayectoria 

cerrada ( r  =  1) a la cual las d em ás trayectorias se  ap roxim an  co n  el 

tiem po form ando esp irales (fig. 87).

Las trayectorias d e fase cerrad as qu e poseen esta  p rop iedad  se 

conocen con e l nom bre d e ciclos lím ites  o , con  m ás precisión, ciclos 
lím ites  (orbitalm ente) estables. El hecho consiste en q u e  ex isten  otros 

d o s tipos d e  ciclos lím ites. U n ciclo  lím ite se  d enom ina (orbitalm ente)
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C apítu lo  2 . M étodos  cualitativos de análisis d e  m ode los diferenciales

in es ta b le  s i  to d as s u s  tra y ecto ria s  v ec in a s se  a le ja n  d e  é l p o r  esp ira les 

cu a n d o  t —♦ + 00. U n  c ic lo  lím ite  se  llam a (orb ita lm en te ) sem ies tab le  
s i , c u a n d o  t —* + 00, to d as las tray ectorias a  u n  lad o  d e l c ic lo  

(p o r e je m p lo , las d e a d en tro ) s e  en ro lla n  ten d ie n d o  h acia  é l, y  al o tro  

la d o  (las d e  a fu era ) s e  d esen ro lla n  a le já n d o se  d el c ic lo  lím ite.

E n  e l e je m p lo  estu d iad o  arrib a  p u d im o s 

ha llar la  e cu a ció n  d e  u n a tray ectoria  de 
fa se  ce rra d a , p ero  e n  e l caso  general 

e s to  n o  e s  p osib le . P or tal razón , en 

la  teoría  d e  las ecu a cio n es d iferen cia les 
o rd in a ria s  ju e g a n  un p ap e l im p o rtante  

lo s  crite rio s  q u e  p erm iten , al m enos, 
in d icar las reg io n es q u e  p u ed en  contener 

c ic lo s  lím ites. N ó tese  q u e  una trayectoria  

cerrad a  d e l sistem a ( 122), e n  caso  de 
ex istir, n e cesariam en te  co n tie n e  e n  su 

in te rio r  al m en o s u n  p u nto  sin gu lar d e 

d ich o  sistem a . D e a q u í, e n  p articu lar, s e  d e d u ce  q u e , si e n  cierta  reg ión  

d e l p la n o  d e  fase  n o  h a y  p u n to s s in g u la res  d e l sistem a d iferen cia l, 
e n to n c e s  e n  esta  re g ió n  n o  hay tra y ecto ria s  cerrad as.

S u p o n g a m o s q u e  una reg ión  D  d e l p la n o  d e  fase  está  aco tad a ju nto  

co n  s u  fron tera  y  n o  co n tie n e  p u n to s s in g u la res  del sistem a (122). 
E n to n ces s e  v erifica  e l criterio  d e  Poincaré— B endixson  q u e  afirm a 

q u e  s i  T  es u n a tray ectoria  d e l  s is tem a  ( 122) q u e  en  e l  in stan te in ic ia l 
t  =  t0 p a rte  d e  un p u n to  d e  D  y  p erm a n ece  en  D  p a ra  todo  t  ^  tQ, 
en ton ces b ien  V es una trayectoria  cerrada, b ien  con  e l  transcurso  d el  
t iem p o  r  s e  a p ro x im a  p o r  una esp ira l a  u n a trayectoria  cerrada.

Ilu s trem o s e s te  h ech o  u tiliz a n d o  la figu ra 88. A q u í la  reg ió n  D  
e s tá  co m p u e sta  p o r  las cu rv a s  cerrad as f ,  y  f 2 y  la reg ió n  anu lar

Fig. 87
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13. Trayectorias cerradas aisladas

co m p ren d id a  e n tre  e llas. A sig n e­

m os a  cad a p u n to  fron tera  (x , y) 

d e  la reg ió n  D  e l v ector

V (x ,  y )  =  X { x ,  y )  i  +  Y (x , y )  j.

Si la tray ecto ria  I\  q u e  e n  e l  in stan ­

te  in icia l t  =  t0 p arte  d e  u n  p u nto  

fron tera  d e D ,  en tra  e n  D  y  p erm a n ece  a llí p ara  t  ^  tQf e n to n c e s , d e 

a cu e rd o  co n  el crite rio  q u e  aca b a m o s d e  form u lar, la tra y e cto ria  T 

s e  ap ro x im ará  p o r  u n a esp ira l h ac ia  c ie rta  tray ecto ria  ce rra d a  r o 

co n ten id a  e n  la reg ió n  D .  A d e m á s, la  cu rv a  r o d eb erá  a b a rca r  u n  

p u n to  s in g u la r del s istem a  d iferen cia l (p u n to  P )  n o  co n te n id o  e n  D .

E l sistem a d iferen cia l (173) p ro p o rcio n a  u n  e je m p lo  s im p le  d e ap li­

c a c ió n  d e l crite rio  d e  P o in ca ré — B en d ix so n  d u ra n te  la b ú sq u ed a  d e 

c ic lo s  lím ites. En e fe c to , e l  ú n ico  p u n to  s in g u la r d e l s istem a  (173) 

es 0 ( 0 , 0 ) .  P o r  co n sig u ien te , e n  la  reg ió n  D ,  e n tre  la s  c ircu n feren cias 

d e  rad ios r  =  -  y  r  =  2  n o  h a y  p u n to s s in g u la res . P artien d o  d e

dr
la p rim era  e cu a ció n  d e l s istem a  (177) v em o s q u e  —  >  0  e n  la

d r
circu n feren cia  in terior, m ien tras q u e  —  <  0 e n  la  circu n feren cia

dt
exterior. El v e cto r  V  a so cia d o  a  lo s  p u n to s fro n te ra  d e  la re g ió n  D  

siem p re  e s tá  o r ie n ta d o  h a c ia  e l  in te rio r  d e  D . E sto  sig n ifica  q u e  e n  la 

reg ión  a n u la r  e n tre  las c ircu n feren cia s  d e  ra d io s r  =  -  y  r  =  2  d ebe

h ab er u n a tray ecto ria  ce rra d a  d e l sistem a d ife re n cia l (173 ). D ich a 

tray ectoria  rea lm en te  e x is te  y, e n  e s te  ca so , e s  la  c ircu n feren cia  d e 

ra d io  r  =  1.
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En la práctica es m uy difícil ap licar el criterio d e  Poincaré—Bendixson 
al sistem a general (122), puesto qu e no existen m étodos generales 
d e constru cción d e las regiones correspondientes y, por tanto, el 

éxito  d ep end e tanto d e la form a d el sistem a com o d e la  habilidad 
d el investigador. A l m ism o tiem po, e s  necesario tener presente que 
la búsqueda de criterios d e  ausencia d e ciclos lím ites es no m enos 
im portante qu e la búsqued a d e  criterios d e existencia. El criterio de 
ausencia d e ciclos Em ites m ás d ifundido es e l criterio d e  D ulac, el 
cual afirm a que si existe una fu n d ó n  D {x , y ) >  0 continua jun to  con 
sus derivadas parciales , y  ta l qu e en  á e r ta  región sim plem ente conexa  
d el p lan o  d e  fa s e  la  fu n d ó n

Capítulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

es d e signo d e fin id o 13),  entonces en la  región D  no h a y  d c lo s  lím ites 
d el sistem a d iferen cial (122).

Para B ( x ,y )  =  1 , e l criterio d e D ulac se  conoce com o criterio de 
Bendixson.

En e l  caso  d e la ecuación diferencial (156), la cu al describe un 

flu jo ad iab ático  unidim ensional d e un  gas ideal con  calor específico 
constante en un cond u cto  con  rozam iento, tenem os

d (B X )  0 {B Y )  

d x  d y

X ( x ,y )  =  (1 -  y )F {x ),

,3 ) D e f in id a  p o s i t iv a  o  d e f in id a  n e g a tiv a .
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13. Trayectorias cerradas aisladas I

H aciendo

B (x , y) = 4  y F (x )
-1

resulta

d ( X B )  d ( X B )  _  y q  

d x  d y  F (x )

lo  qu e significa qu e la ecu ación  (150) n o  tiene cu rv as integrales 
cerradas.

D efinam os e l  concep to  d e índ ice d e  un pun to  singu lar , co n cep to  que 

será u tilizado cu and o nos cu estionem os la ex isten cia  d e  los ciclos 
lím ites.

Sea T una curva cerrada sim p le (o sea, sin  au to in tersecciones) que 
no es necesariam ente una trayectoria d e l sistem a d iferen cial ( 122). 

Su pongam os q u e  T  perten ece al p ía- v

no d e fase y n o  pasa p o r los puntos 
singulares d e este  sistem a. S i P ( x ,  y) 
e s  un  punto d e  la  cu rva T ,  entonces 
el vector

V (®, y) =  X { x , y ) i  +  Y  (x , y )  j,

dond e i , j  son  los versores d e  los 

e jes d e coord enad as cartesianas, no
es nulo y, consiguientem ente, tiene una d irección  d eterm inad a, la 

cual está d ada por cierto  án g u lo  0  (fig. 89). S i e l p u nto  P (x , y )  da 
una vu elta com pleta al m overse  p o r la  curva T en algú n  sen tid o 

fijo (p or ejem p lo, en  contra d el m ovim iento d e  las ag u jas del relo j),
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Capítulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

entonces e l vector V  realiza un núm ero entero d e  vueltas, es decir, el 
ángulo 9 se  incrementa en A0 =  fyrn, donde n  es un número entero 
positivo, negativo o  igual a cero. El número n  se  denomina índice de 
la  curva cerrada V (índice del ciclo  T).

Si com enzam os a contraer continuam ente e l ciclo T de modo que 
durante la deform ación é l no pase por un punto singular de un 
cam po vectorial dado, entonces el índice del ciclo debe, por una 
parte, cam biar continuam ente y, por otra, permanecer igual a un 
número entero. Esto significa que durante una deform ación continua 
el índice del ciclo no cambia. Partiendo de esta propiedad, por índice 
de un punto singular se  entiende el índice de una curva cerrada sim ple 
qu e rodea a  dicho punto. Veamos algunas propiedades de los índices:

1) e l  índice d e una trayectoria cerrada d el sistema  (122) es igual a  + 1;

2) e l  índice d e una curva cerrada que abarca varios puntos singulares 
es igual a  la  suma d e los índices d e dichos puntos;

3 ) e l  índice d e una curva cerrada que no abarca ningiin punto 
singular es igual a  cero.

De aquí, se  deduce en particular que com o el índice de una trayectoria 
cerrada del sistema (122) siem pre es igual a  1, entonces una trayectoria 
cerrada debe encerrar un punto singular con  índice +1 ó varios 
puntos singulares con índice total igual a + 1 . Este hecho se  utiliza 
con  m ucha frecuencia para dem ostrar la ausencia de ciclos límites.

El índice d e un punto singular se  calcula mediante la fórmula

n  =  1 +  (179)

donde e  es el núm ero de sectores elípticos y h  es  el núm ero de sectores 
hiperbólicos. En la práctica se  puede em plear la siguiente técnica
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\ 13. Trayectorias ce rradas  a isladas

se n c illa  p ara  c a lcu la r  e l ín d ice  d e  u n  p u n to  

sin g u lar. S e a  L  u n  c ic lo  q u e  n o  p a sa  p o r  n in ­

g ú n  p u n to  s in g u la r  d e l sistem a d ife re n cia l ( 122) 

y  q u e  t ie n e  a  lo  su m o  u n  n ú m e ro  fin ito  d e  

p u n to s  co m u n e s  c o n  c u a lq u ie r  tra y e cto ria  d e  
d ich o  s istem a  (las tra y e c to ria s  p u e d e n  c o r ta r  la  

cu rv a  L  o  se r  ta n g e n te s  a  e lla ). E n  ca so  d e  q u e  

h a y a  ta n g e n cia  (fig . 9 0 ) , s e  c o n sid e ra n  so la m e n ­

te  lo s  p u n to s d e tan g en cia  e x te rn o s  (co m o  e l 
p u n to  A ) e  in te rn o s  (co m o  e l B ) .  L as ta n g e n c ia s  e n  lo s  p u n to s  d e 

in flex ió n  (co m o  e l  p u n to  C )  n o  s e  co n sid e ra n . P ara  c a lc u la r  e l ín d ice  

d e l p u n to  sin gu lar, s e  u tiliza  la  fó rm u la  (179), d o n d e  e  y  h  so n , 

re sp e c tiv a m e n te , las ca n tid a d e s  d e  p u n to s in te rn o s  y  e x te rn o s  d e  

tan g en cia  d e la s  tra y e c to ria s  d e l s istem a  (122) c o n  el c ic lo  L .

E n  la fig u ra  91 s e  m u estran  p u n to s s in g u la re s  c o n  ín d ic e s  0 ,  +  2 ,  + 3 ,  + 1  

y  - 2, resp ectiv am en te .

S e ñ a la m o s q u e  la co n stru cc ió n  d e l cu a d ro  c o m p le to  d e l c o m p o rta ­

m ie n to  d e  la s  tra y e c to ria s  d e  fase  d e l s istem a  d ife re n c ia l ( 122)  se  

fa cilita  in tro d u cie n d o  e l p u n to  d e l in fin ito  m e d ia n te  la  tra n s fo rm a ­
c ió n  (159). E n  to p o lo g ía  e x is te  u n  teo re m a b a s ta n te  g e n e ra l q u e  afirm a 

q u e  c u a n d o  u n  ca m p o  v ecto ria l co n tin u o  q u e  p o se e  u n  n ú m e ro  fin ito 

d e  p u n to s s in g u la res  se  d efin e  so b re  u n a  e sfe ra , la  su m a  d e  s u s  

ín d ice s  e s  ig u a l a  + 2 .  A sí p u e s , s i  la su m a  d e  lo s  ín d ice s  d e  to d o s 

lo s  p u n to s s in g u la re s  d e  u n  s istem a  d ife re n cia l (c o n  u n  n ú m e ro  fin ito  

d e  p u n to s  s in g u la re s) p e rte n e c ie n te s  a  u n a  p a rte  f in ita  d e l p la n o  d e  

fase , e s  d iferen te  d e  + 2, e n to n ce s  e l p u n to  d e l in fin ito  e s  u n  p u n to  

s in g u la r c o n  ín d ice  n o  nu lo .

P ero  si e n  lu g a r  d e  u n a  in v ersió n  s e  u tiliz a n  c o o rd e n a d a s  h o m o g é n e a s , 

e n to n ce s  la su m a  d e  lo s  ín d ice s  d e  to d o s  lo s  p u n to s  s in g u la re s  será

■ i
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C a p itu lo  2. M éto d o s  cua lita tivos d e  anólisis d e  m ode los d iferencia les

ig u a l a  + 1 .  D e  h e c h o , s i  s e  p ro y e c ta  e l  p la n o  so b re  u n a esfera  con  

ce n tro  d e  p ro y e cc ió n  e n  e l  ce n tro  d e  la  e sfe ra , e n to n ce s  d o s p u n to s 
d e  la  e sfe ra  c o rre sp o n d e n  a  un  p u n to  d e l p la n o  p ro y ectiv o , y  la 

c ircu n fe re n c ia  d e l c írc u lo  m á x im o , p a ra le lo  al p la n o , co rresp o n d e  

a  u n a  re c ta  e n  e l in fin ito .

S i n o s  re m itim o s  a  la  e c u a c ió n  (168), la  cu a l d e scrib e  u n  flu jo  uni­

d im e n s io n a l a d ia b á tic o  d e u n  g a s  id ea l p o r  un  co n d u cto  ro tatorio  

d e  d iá m e tro  c o n sta n te , e n to n c e s , c o m o  s e  v e  e n  la  fig u ra  8 5 , p a ra  el 
p u n to  s in g u la r  d e l in fin ito  te n e m o s q u e  e  =  2, h  =  0, resu ltan d o 

q u e  e l ín d ic e  d e  e s te  p u n to  e s  ig u a l a  +2  y  n o  d e p e n d e  d e  los 
v a lo re s  d e  la s  c o n s ta n te s  e n  la  e cu a c ió n  (168). D e  lo  a n ter io r sig u e , 

e n  p a rticu la r, q u e  la  su m a  d e  lo s  ín d ic e s  d e lo s  p u n to s  s in g u la res
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14. Regímenes periód icos en  c ircu itos e léctricos

fin ito s es ig u al a  cero . S e  p u ed e d em o stra r q u e  e n  d ep en d en cia  d e  si 

la recta  m y  -  G 2x  =  0  se  co rta  e n  d o s p u n tos, e n  un  p u n to  d e m u lti­
p licidad  d o s o e n  n in g ú n  p u n to  co n  la p aráb ola  1 -  p y  4- q G 2x 2 =  0 

(lo  q u e  eq u iv a le , resp ectiv am en te, al cu m p lim ien to  d e  las co n d icio n es

G  >  G 0, G  =  G 0, G  <  G 0,  d o n d e  G Q =  — — )/ e n to n ce s  tien en

lu g ar las s ig u ien tes co m b in acion es d e  p u n to s s in g u la res  fin itos:

a ) G  >  G 0. U n  p u n to  d e s illa  y  un  nodo.

b ) G  =  G 0. U n  p u nto  sin gu lar d e  ord en  su p erio r co n  d o s  secto res 

h ip erbó lico s (h  =  2) y  d o s  se c to res  p arab ó lico s ( e  =  0 ).

c )  G  <  G 0. N o  hay p u n tos sin gu lares.

C o m o era  d e  esp erar, e n  to d o s lo s  c a so s  la  su m a d e lo s  ín d ice s  es 
igual a  cero.

14. R eg ím en es  p eriód icos 
en circu itos eléctricos

A n alicem os e l  su rg im ien to  d e  c ic lo s  lím ites  en e l  e jem p lo  d e l fu n cio­

n am ien to  d e  u n  o sc ila d o r  d e  Van d er  P ol (fig . 92 ), llam ad o  tam b ién  
o sc ila d o r  d inatrón . A u n q u e e l fen ó m en o  re lacio n ad o  co n  la ap aric ió n  

d e los cic los lím ites  s e  p u ed e  ilu strar co n  e jem p lo s d e  la  m ecán ica , 
la  b io lo g ía , la  eco no m ía , e tcé tera , no so tro s m o strarem o s c ó m o  e s  que 

e llo s  su rgen  e n  lo s  c ircu ito s  e léctrico s.

En la figura 9 2  se  m u estra  e l esq u em a d e u n  osc ila d o r d e  Van d e r  Pol, 

cu y a s características i a , va  se  rep resen tan  m ed ian te  la línea  continua 
d e la  figu ra 9 3 . A q u í ¿0 e s  la  co rrien te  y  vQ es  la tensión  e n  la válvula

2 0 7
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C apitu lo  2 . M étodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

1

Fig. 94

F i g .  9 3

d e vacío . El circuito tie­

ne resistencia r ,  induc- 
tanda L  y capacidad C  

C conectadas e n  paralelo y
e n  serie  con  e l dinatrón. 
El circuito real puede 

ser sustituido por el cir­
cuito d e la  figura 94. En 

este  caso , p odem os aproxim ar la característica d e la válvula con un 
polinom io d e  tercer grad o i  =  qv  +  7 t r  (línea discontinua de la 

figura 93). A qu í i  y  v  son  las coordenadas en e l sistem a con  origen 

en e l punto d e inflexión O. C om o se  p u ede ver en la figura 93, son 
válidas las desigualdades

a  > 0, 7 >  0.

En concordancia con  una d e las leyes d e  Kirchhoff, 

i  +  ir +  i L +  ic  =  0,

v d i .
d on d e ir =  - ,  =  v , ic  =  Ci). Tras una serie  de operaciones

sen cillas, llegam os a la ecuación diferencial

208
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14. Regímenes periód icos en c ircu itos eléctricos

H aciendo

a  . 1 _  3 7  -  k 1 _  2
C  tC  a ' C  ' L C  W° '

la ecu ación  (*)  s e  convierte en la d enom inad a ecu ación  d e  Van d e r  Pol 

i) +  ( a  +  bv2) v  +  J qV =  0.

H aciendo uso d e  la transform ación

d y
v =  y . i> =  y - ,

la  ecu ación  d e  Van d e r  Pol se  p u ed e po ner en corresp on d en cia  con  

la ecu ación  diferencial d e  prim er orden

d y  _  ( a  +  bv2) y  +  u>lv =  Y (v , y )  

d v  y  V (v , y )'

E l ún ico  p u nto  sin gu lar fin ito a q u í e s  e l o r ig en  d e  coord enad as, 

verificánd ose que

J ' (  0 ,0 )  =  ü £ > 0 ,  D {v ,y )  =  - ( a  +  bv2) .

C o m o b  >  0 , su p on iend o q u e  a  >  0 , conclu im os q u e  la d ivergencia  D  
n o  cam bia d e signo, y, p o r tanto, la  ú ltim a ecu ación  no p u ed e tener 

cu rv as in tegrales cerrad as. Por esto , v am o s a co nsid erar ú n icam en te el

caso  a  <  0, e s  decir, a  <  -  - . D e aquí  se  infiere q u e  £> (0 ,0) =  - a  >  0,

209
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C apítu lo  2 . M étodos cualitativos de  análisis de m odelos diferenciales

lo q u e  sig n ifica  q u e  e l p u n to  sin gu lar es un  n o d o  o  un  foco. 

S i an a lizam o s e l sistem a d iferencial

d v  dv
í  =  ^ v . y ) .  l t = v ^ y ) .

aso cia d o  a la  ecu ació n  (180), p o d rem os notar q u e  cu and o t crece  el 

p u n to  im ag en  se  a le ja  d el p u n to  singular. P o r tanto, una trayectoria 

q u e  parta d e l p u n to  del in fin ito  n o  p o d rá  a lcanzar e l p u n to  sin gu lar 

e n  e l  orig en  d e  co ord en ad as p ara  n in gú n v a lo r d e  t ,  inclu id o t  =  + 00. 

D e a q u í se  in fiere  q u e  si d em o stram o s q u e  una trayectoria  que parte 

d e l p u n to  d e l in fin ito  tiene form a d e espiral que se  en rolla alrededor 

d e l o rig en  d e  co o rd en ad as cu and o t —* +  00, en to n ces garantizam os 

la ex isten cia  d e , a l m en os, un  ciclo  lím ite.

La ex isten cia  d e tal ciclo  s e  p u ed e  d em o strar nu m érica  o  an alítica­

m ente. E l m éto d o  n u m érico  d e d em o stración , p rop u esto  p o r prim era 

vez  p o r e l físico  y m atem ático  ho land és B althazar Van d e r  Pol, co nsis­

te  en  co n stru ir una tray ectoria  q u e  parta d e  u n  p u nto  su ficien tem ente 

a le ja d o  d e l o rig en  d e co o rd en ad as, y  lu ego v erificar si p o see la 

p ro p ied ad  q u e  acabam os d e  indicar. Este p ro ced im iento  proporciona 

u n a ap ro xim ació n  a  un  c ic lo  lím ite , p ero  se  p u ed e utilizar solam ente 

p ara  v a lo res  n u m éricos concretos.

E xp on g am o s u n esq u em a an a lítico  d e d em ostración  basado e n  el 

análisis d e sin g u larid ad es e n  e l in fin ito ,4). A  diferencia d el m étodo 

d e an álisis d e la ecu ació n  (168), u tilizarem os u n a transform ación  de

U| K estin  ]., Z arcm b a  S. E . G e o m e tr ic a l  m e t h o d s  in  t h e  a n a ly s is  o í  o r d in a r y  d if fe re n t ia l  

eq u a tio n s  // A p p l. S d .  R e s ., sect. B. 19 5 3 . V .3 . P. 1 4 4 -1 8 9 .
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14. Regímenes periód icos en c ircu itos e léctricos

co o rd en ad as h o m o g én eas m á s có m o d a:

(181)

A q u í la  recta  e n  e l in fin ito  tien e  e cu a ció n  2 =  0 .  Para red u cir el 

nú m ero  d e in có g n itas a d o s, e lim in e m o s p rim era m en te  e l  p u n to  

{  =  z  =  0, h a c ien d o  £  =  1:

En este  ca so , e l  sistem a d iferen cia l co rresp o n d ien te  a  la  e cu a ció n  (180) 

s e  tran sfo rm a en

d z

P or co m o d id ad , in trod u zcam os un n u ev o p ará m etro  0  h ac ien d o

(*)
dr¡ _  ( a z 2 +  b )r j +  u f a 2 _  2 

d i  ~  “  z 2 V

dt =  z 2 d e , (182)

co n  lo  q u e  e l  sistem a ( * )  tom a la form a

2  =  - ( a z 2 +  6 b - * 0V - , , V  =  3>,
(183)

N ó tese , a n te  to d o , q u e  la recta  e n  e l  in fin ito  z  =  0  e s  u n a tray ectoria  
d e l sistem a d iferen cia l (183), y  cu a n d o  t  au m en ta  (con sig u ien tem en te ,
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C apítu lo  2 . M étodos cualitativos de  análisis de m odelos diferenciales

0  a u m en ta), e l p u n to  im ag en  se  m u ev e p o r  ella  e n  la d irección  del 

ú n ico  p u n to  sin gu lar z  =  tj =  0 . La ecu ación  característica , q u e  en 

e s te  ca so  es

d eterm in a  la  d irección  excep cion a l reg u lar z  =  0, a  la qu e corres-

an a liz a n d o  e l ca m p o  v ectoria l (fig. 95 ). La seg u n d a  d irección  e x ce p ­

cio n a l tj =  0 e s  sin gu lar, p o r  lo  q u e  a q u í s e  req u ieren  razonam ientos 

ad icio n ales.

E l lu g a r g e o m é trico  d e  lo s  p u n to s y  =  0  e s  una cu rv a  q u e  es 

tan g en te  a  la  recta  r¡ =  0 e n  e l  o rig en  d e co ord en ad as y  q u e  p a sa  por

-b rjz  =  0 ,

p o n d en  d o s d o m in io s d e  seg u n d o  tip o , lo  cu a l se  p u ed e d ed u cir

z lo s  cu ad ran tes seg u nd o y tercero 

(fig . 95 ), p erm itien d o d eterm in ar 

tre s  d ireccion es I, II y  III a  am b os 

la d o s  d e l e je  d e  sim etría  z  =  0. 
La reg ión  e n tre  la cu rv a  y  =  0

Fig. 95

jj y  e l e je  tj =  0 es  top ológicam ente 

eq u iv a len te  a d o s dom in ios d e se­
g u n d o  tipo. D e este  m odo, existe 

a l m enos una trayectoria  a cada 

lad o  d e  la  recta  tj =  0, las cu ales 

so n  tan g en tes  a  esta  ú ltim a e n  el 

origen  d e  coord enad as.

S i co n sid era m o s aho ra  la  ecu ación  d iferencial

dz z  +

drj a
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14. Regímenes pe rió d ico s  en c ircu itos  e léc tricos

p o d em o s n o ta r  q u e  e n  e l  se g u n d o  cu a d ra n te , e n tre  la  cu rv a  y  =  0  

y  e l e je  r¡ =  0 ,

p a ra  v a lo res  p eq u eñ o s d e  \r¡\. C o n se cu e n te m e n te , si s e  to m a n  d o s 

tra y ecto ria s  d e  fase  c o n  e l  m ism o  v a lo r  d e  tj, s e  p u e d e  v e r  q u e  
lo s  p u n to s  im a g e n  q u e  s ig u e n  e s ta s  tra y e c to ria s  d iv e rg e n  c u a n d o  
d ism in u y e  z .  E sto  sig n ifica  q u e  a  ca d a  la d o  d e  la  rec ta  rj =  0  

e x is te  só lo  u n a tray ecto ria  d e fa se , y  q u e  e s ta s  tra y e c to r ia s  so n  

ta n g e n te s  a  rj =  0  e n  e l  o r ig e n  d e  c o o rd e n a d a s  y  e s tá n  c o n te n id a s  
e n  e l  d o m in io  d a d o . T am b ién  e s tá  c la ro  q u e  e l  cu a d ro  cu a lita tiv o  es 

s im étr ico  re sp e cto  a l e je  z  =  0 .  A d e m á s, p o r  cu a n to

p ara  v a lo res  p eq u eñ o s d e  z  y  v a lo re s  p o sitiv o s  d e  rj, e n to n c e s  n o  

e x is te n  cu rv a s  q u e  se a n  ta n g e n te s  a l e je  rj =  0  e n  e l  o r ig e n  d e 
c o o rd e n a d a s  y  q u e  p a se n  p o r  e l  p rim e r o  p o r  e l  c u a rto  cu a d ra n tes . 

E n  la  reg ió n  a  la  iz q u ierd a  d e  la  cu rv a  y  =  0  ta m p o co  h a y  cu rv a s  
d e  é s ta s , p u e s  e n  e s e  ca so  y  >  0 ,  y  Z  t ie n e  e l  m ism o  sig n o  
q u e  z  (fig . 9 5 , flech as IV ). E ste  a n á lis is  p erm ite  c o n c lu ir  q u e  e l  p u n to  

s in g u la r  rj =  z  =  0  e s  u n  p u n to  d e  s illa . L a s  d o s  tra y e c to r ia s  d e 
fase  q u e  a lca n z a n  e s te  p u n to  c u a n d o  t —* + 0 0  so n  se g m e n to s  d e  la 

recta  e n  e l  in fin ito  ( z  =  0 )  q u e  u n e n  e l p u n to  a n te r io r  c o n  e l  p u n to  
¿  =  2 =  0 .  L a s  o tra s  d o s tra y e c to ria s  d e  fa se  a lca n z a n  e l p u n to  d e 

s illa  c u a n d o  t  —* - 0 0 .

E n  e s te  a n á lis is  n o  h e m o s e x a m in a d o  e l p u n to  ¿  =  2  =  0 .  P ara  

c o n d u ir  la  in v estig a c ió n , h a g a m o s rj =  1 e n  la s  fó rm u la s (181 ).

y  >  A .
Z  '  \Vz\
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Capítulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

Entonces el sistem a diferencial asociado a  la ecuación diferencial (180) 
adopta la  form a

| = 2 ’  +  í ( a z 2 +  6 í 2 +  (, 0V ) = ^

~ = z [ a z 2 +  b(.2 + u l ( z 2)  =  Q,

d onde la variable 0  está definida por la  fórm ula (182). El punto 

{  =  z  =  0  es singular, y  la ecu ación característica es z 3 =  0 . Por 

tanto, la d irección excepcional z  =  0  es singular. La curva P ( { ,  z) =  0  

es tangente al e je  z  =  0 en  e l origen d e coordenadas y  tiene allí 
un punto d e  retroceso (fig. 96). La curva Q ({, z)  =  0  tiene un punto 
m últiple en e l origen d e  coordenadas. Investigando los signos d e  las 

funciones P  y  Q  p odem os determ inar el carácter del cam po vectorial 

(fig. 96), así com o el cu adro del com portam iento de las trayectorias 
de fase e n  un  entorno del punto singular {  =  2 = 0  (fig. 97).

En e l p rim er y cu arto  cuadrantes se  cum ple la  desigualdad
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15. Curvas sin contacto

e s to  significa  qu e le jos del e je  £  =  0 n o  h a y  tray ectorias d e  fase qu e 
entren e n  el p u nto  sin gu lar p o r  la derecha.

L o s razonam ientos exp u estos m u estran  q u e  la ecu ación  d e  Van d er 

Pol n o  tien e trayectorias d e  fase q u e  tien d an  a  in fin ito  cu a n d o  t 
au m enta. D icho d e o tro  m od o, la  ecu ació n  d e  V an d e r  P ol tiene al 

m en os un  c ic lo  lím ite.

15. Curvas s in  contacto

En caso s relativam ente sencillos, e l cu ad ro  co m p le to  d e l co m p o rta­

m ien to  d e  la cu rv as in teg rales d e la  ecu ación  d iferen cia l d ada o, lo 
q u e  e s  lo  m ism o, d e  las trayectorias d e  fase  del sistem a d iferencial 
aso ciad o , está  d efin id o  p o r e l tip o d e p u n to s sin gu lares y  p o r  las 
cu rv as in tegrales cerrad as (trayecto rias d e  fase), si es to s  ex isten . A  ve­

c e s  e l cu ad ro  cu alitativo s e  p u ed e co n stru ir si, a d em á s d e clasificar 

los pu ntos sin gu lares, s e  logran  h a llar las cu rv as (sep aratrices) qu e 
"re la c io n a n " los pu ntos sin gu lares. D esafo rtu n ad am en te , no hay m é­

tod os g en erales d e reso lu ción  efectiv a  d e este  p roblem a. A  p ropósito , 
en  la  in tegración  cu alitativa p u ed e  resu ltar ú til e l e m p le o  d e  las 
d enom inad as curvas sin  contacto. R ecord em os q u e  una cu rv a  o  un 

arco  d e cu rv a  co n  tangen te  contin u a se  d en om in a  curva (arco) sin  
contacto  s i  n o  tien e  p u n tos d e tangencia  con  e l v ector ( X ,Y )  del 

sistem a (112). D e esta  d efin ición  se  in fiere  q u e  e l  v ector ( X , Y )  d ebe 
estar d irig id o  en la cu rv a  siem p re  h ac ia  un m ism o  lad o . D e este 

m odo, una cu rva sin  co n tacto  p u ed e se r  co rtad a  p o r las cu rv as d e 
fase del sistem a ( 122) e n  un  sen tid o  cu a n d o  t au m en ta , y  e n  e l  o tro  

cu and o t  d ism inu ye. E s  p o r e s o  q u e  e l co n o c im ien to  d e las cu rvas 
s in  co n tacto  respectivas p u ed e p rop orcion ar la  in fo rm ación  necesaria 

so b re  e l co m p o rtam ien to  d e la  trayectoria  d e fase eleg id a.
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C apítu lo  2. M étodos cualitativos d e  análisis de  m odelos diferenciales

AI in teg rar cu a lita tiv am en te  las ecu a cio n es d iferen ciales se  pueden 

u tilizar d iv ersas d esig u ald ad es au xiliares. P or e jem p lo , si tenem os 

d o s  e cu a c io n e s  d iferen cia les

t x = f { X - y l  Tx = 9 M

y  s e  sab e q u e  e n  cierta  reg ión  D  s e  cu m p le  la  d esig u ald ad  / (x , y)  ^  

g {x , y ) ,  en to n ces , d en o tan d o  co n  y , ( x )  la  so lu ció n  d e la prim era 

e cu a ció n  q u e  sa tisfa ce  la  co n d ic ió n  y i (x 0) =  y0, {x 0, y 0) €  D , y  con  

y2{x )  la  so lu ció n  d e la  seg u n d a  ecu ació n  co n  las m ism as cond iciones 

in ic ia les, se  p u ed e  d em o stra r q u e  y, (x )  ^  y2(x) p ara  x  ^  x 0 e n  la 

reg ión  D .  S i s e  cu m p le  la  d esig u ald ad  estricta  / (x , y) <  g ( x ,y )  en  

la  reg ión  D ,  e n to n ce s  y ,(x )  <  y2{x )  para x  >  x 0 en  la reg ión  D , 
y la cu rv a  y  =  y2[x )  e s  u n a cu rv a  s in  contacto.

C o m o  e je m p lo , v ea m o s la ecu ación  d iferen cia l (168). N o so tros ya 

m o stra m o s q u e  si G  >  G 0, en to n ces esta  ecu ación  ad m ite  d os 

p u n to s sin gu lares fin itos (un p u nto  d e s illa  y un  n o d o ) qu e so n  los 

p u n to s d e  in tersecció n  d e la  recta  m y  -  G 2x  =  0  co n  la parábola 

1 -  p y  +  q G 2x 2 =  0 .  L o s seg m en to s d e  recta  y d e  parábola que unen 

esto s  d o s  p u n to s sin gu lares fin itos so n  cu rv as sin  co n tacto  y lim itan 

cierta  reg ió n  d e l p la n o  q u e  d en o tare m o s m ed iante  A . Tom ando

X { x ,  y )  =  1 -  p y  +  q G 2x 2,

Y (x , y )  =  2 y ( m y  -  G 2x ) ,

e s  fácil v e r  q u e  e n  la fron tera  d e la reg ión  A  e l  v ector {X , Y )  está 

o rien tad o  h acia  afu era, e x ce p to  e n  lo s  p u n to s sin gu lares. C o n sig u ien ­

tem en te , u n  p u n to  im ag en  q u e  p arta  d e cu alq u ier p u nto  interior 

d e A  sig u ien d o  una cu rv a  integral cu a n d o  t  d ism in u y e, n o  podrá 
ab an d o n ar la  reg ió n  A  sin  p asar p o r u n o  d e  lo s  p u n tos singu lares.
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16. Sistema topográfico de  curvas. Curvas d e  contacto

P ero com o en e l in terior d e  A  s e  cu m p le  la  desigu aldad  X (x , y)  <  0 , 
en tonces e l p u nto  sin gu lar a trayente  e s  n ecesariam ente un  nodo.

H alland o las pendientes d e  las d ireccion es excep cion a les para el 
p u n to  d e  silla , se  pu ede ver q u e  una d e las rectas excep cionales pasa 
p o r A . D e a q u í se  d ed u ce que toda cu rv a  integral q u e  sea  tangente 
a  esta  recta e n  e l punto d e silla en tra  e n  e l in terior d e A  y  d esd e  allí 
d ebe a lcanzar e l  nodo.

16. S istem a topográfico de curvas. 
Curvas de contacto

C o m o vim os en la sección  anterior, e n  la in tegración  cu alita tiv a  de 
ecu aciones d iferen ciales es d e m ucha utilidad e l em p leo  d e  las cu rvas 

sin  contacto. Sin  em bargo , d ebem os señ alar q u e  n o  ex isten  m éto d o s 
g en era les d e  co nstru cción  d e sem ejan tes cu rvas, es decir, n o  hay 
m étodos q u e  perm itan  co nstru ir cu rv as sin  co n tacto  e n  cad a caso 
concreto . En vista d e esto , e l  problem a d e la bú sq u ed a d e  las cu rvas 
sin contacto  p osee un  in terés esp ecia l. U no d e lo s  m éto d o s existen tes 

está  relacion ad o co n  la e lección  y  e l uso a d ecu ad o s d e  lo s  sistem as 
topográficos d e cu rvas.

U n  sistem a topográfico  d e  curvas  d eterm in ad o  p o r la  ecu ación  

<J>(z, y )  =  C ,  d on d e C  e s  u n  p arám etro  real, es una fam ilia d e 
cu rvas sim p les cerradas, d is ju n tas y  d eriv ables co n  co n tin u id ad , las 

cu ales se  abarcan  unas a  otras y  llenan com p letam en te cierta  reg ión  G  
del plano d e  fa s e 1'’1.

l5) E n  la  l i te r a tu r a  m a te m á t ic a  e x is t e n  o t r a s  d e f in ic io n e s  d e  s is te m a  t o p o g r á f ic o  q u e  s e  

d ife r e n c ia n  e n  f o r m a , p e r o  n o  e n  c o n t e n id o , d e  la  d e f in ic ió n  d a d a  a q u í .
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C apitu lo  2. M étodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

Su p on gam o s que e l sistem a topográfico se  elige d e tal m anera que 

a cad a  v a lo r del p arám etro  C  le corresp onde una única curva, y  qu e 

la curva co rresp on d iente  a  cierto  valor d e C  contiene todas las curvas 

corresp on d ientes a valores m enores d e C  (o sea , al crecer C  aum enta 

e l " ta m a ñ o "  d e las curvas). Su pongam os ad em ás que las curvas 
del sistem a topográfico n o  tienen pu ntos singu lares del sistem a 

d iferencial exam inado. C onsid erem os ahora la  función 

d on d e x  =  <p(t), y  =  tp(t) so n  las ecu aciones param étricas d e las 
trayectorias d el sistem a diferencial (122). H allem os la d erivada d e  4> 

respecto a t.  A  partir d el sistem a (122) obtenem os

d*(<p(t), i¡>(t)) d $ ( x ,  y ) d * ( x ,  y)
X  (x , y) +  —   Y  (x , y).

d t d x  d y

Las cu rvas (en  e l caso  d ad o, los ciclos) sin  co ntacto  so n  aquellas

cu rv as del sistem a top ográfico  en  las q u e  la derivada —  tiene signo
dt

definido. A dem ás, toda cu rv a  sin  contacto  d el sistem a topográfico
d<b

que satisfaga la  d esigualdad  —  >  0 p osee la  propiedad d e qu e, con
dt

el transcurso del tiem p o t,  toda trayectoria d e  fase  que la corte  sale de
t d $

la  región fin ita lim itada por esta cu rva. En cam bio, si —  <  0 , d ichas
dt

trayectorias d e  fase en tran  e n  la región indicada. D e aqu í se  deduce 
d $

q u e  si la  d erivada —  tiene signo  constante e n  cierta región anular 

(circular) llena com p letam en te d e cu rvas d el sistem a topográfico, 

en to n ces e n  esta  región n o  pueden haber ni trayectorias cerradas 

n i, e n  particular, c iclo s lím ites del sistem a diferencial exam inado. 

L os c ic lo s  lím ites pu eden existir únicam ente en regiones circulares 
d $

d on d e la d eriv ad a —  es d e signo variable. 
dt
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16. Sistema topográfico de curvas. Curvas d e  contacto

A  m odo d e ejem p lo  exam in em os e l  sistem a diferencial

£ = , - «  +  * » .  dJ L = - X - y + y \  (184)
dt dt

co n  u n único punto sin gu lar (concretam ente, u n  foco  estab le) e n  el 
pu nto  0 ( 0 ,0 ) .  E lijam os com o sistem a top o gráfico  d e  cu rv a s  la fam ilia 

d e circu nferencias concén tricas con  cen tro  e n  e l p u n to  0 (0, 0) ,  e s  
decir, la  fam ilia x 2 +  y2 =  C ,  d on d e C  e s  un  p arám etro  positivo. 

Entonces,

^  =  - 2 ( x 2 + y 2) +  2(x* + y \  

o , e n  coord enad as p o lares x  =  r  eo s  0 , y  =  r  sen  0,

^  =  - 2r 2 +  2r 4 (eos4 0 +  sen4 0) =  - 2 r 2 +  2r 4 \ e o s  4 0 ^ .
dt  '  \  4  4  /

D ad o qu e los valores m áxim o y m ínim o d e  la exp resió n  en tre  

paréntesis son 1 y  resp ectiv am ente, p o d em os co n clu ir  q u e  si

r  d $
r  >  v 2,  e l v a lor d e  la  d erivada —  e s  m ayo r que ce ro , y  si r  <  1,

dt
en to n ces e s  m enor que cero . D e aqu í, e n  v irtud  d e l crite rio  d e  

P oincaré— Bendixson y cam biand o t p o r  — t  en  e l  sistem a (184), 

inferim os q u e  en e l an illo  lim itad o p o r las circu nferen cias x 2 +  y 2 =  1 
y  x 2 +  y 2 =  2  hay  u n ún ico  c ic lo  lím ite del sistem a (184).

P ara d em o strar la  un icidad , basta  recurrir al criterio d e D ulac  para 

reg ion es d oblem ente con exas: s i  ex iste una fu n c ió n  B { x ,y )  >  0 

continua ju n to  con  sus derivadas p a rc ia les  y  ta l qu e en  cierta  región  
d oblem en te conexa G  d e la  región d e  defin ición  d el sistem a  (122)
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Capitulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

la  función

d (B  X ) d (B Y )  

d x  8 y

es d e signo constante, entonces en  la  región G  no puede existir m ás de 
una curva sim ple cerrada form ada  p or  trayectorias del sistema (122) 

y  qu e contenga a  la  fron tera  interior d e la  región G.

E n e l caso considerado aquí, tom ando B (x ,y )  =  1 para el siste­

m a (184) obtenem os

d X  d Y  , 2 2.

~dx +  H y  (  +  ® )  -

por lo qu e en e l anillo de fronteras x 2 +  y2 =  1 y x 2 +  y2 =  2, la 

expresión 3 (x 2 +  y2)  -  2  conserva e l signo. Teniendo presente el tipo 
d e  singularidad en 0 ( 0 ,0), concluim os que el ciclo es un ciclo límite 

inestable.

Regresando al problem a d e la construcción de las curvas sin contacto 

para e l caso general, veam os cóm o utilizar de otra m anera los sistemas 

topográficos. La base del nuevo m étodo es e l concepto d e  curva de

d*  acontacto. Si la derivada —  se anula en cierto conjunto de puntos del 
dt

plano de fase, entonces d icho conjunto es el lugar geom étrico de los 
puntos d onde las trayectorias del sistema diferencial son tangentes 

a  las curvas del sistem a topográfico. D e hecho, la pendiente de

la tangente a  la trayectoria del sistem a diferencial es igual a — ,

m ientras qu e la pendiente d e  la  tangente a la  curva del sistema
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16. Sistema topográfico de curvas. Curvas de  contacto

d *  / d *  n 
topográfico e s  -  —  / — . P or esto , cuand o 

d x  / d y

—  X  +  — r  =  0 , (185)
d x  d y

estas pendientes co inciden , es decir,

r  _  _ d $  / 0 £

X  d x  /  d y

S e  d enom ina curva d e  contacto  a l lugar geom étrico  d e los p u n tos en 

los qu e las trayectorias d el sistem a diferen cial (122) son  tan g en tes a las 
cu rvas d el sistem a topográfico $>(x, y) =  C .  L a ecu ación  (185) e s  la 
ecu ación  d e la cu rv a  d e  contacto . E s esp ecia lm ente  in teresante e l caso  

cu and o se  logra ele­
g ir  e l sistem a topo­

gráfico d e  tal m ane­

ra que la curva de 
contacto, o  alguna 

ram a su ya, es una 
curva sim p le cerra­
d a, p u es en to n ces el 

sistem a topográfico 

p osee cu rv as "m á ­
xim a" y  "m ín im a ", Pig g8
a  las cu a les so n  tan­
g entes la curva d e  contacto  o  la ram a real su ya (en la figura 98  la cu rva

d4> ( d *  \
d e contacto  se  indica con  una línea d iscon tinua). S i —  ^  0  —  ^  0

dt \ dt /

/ d $  \
e n  la curva "m áx im a" <J>(x,y) =  C , ,  y — ^ 0  1 — ^ O  e n l a  curva

dt  \  dt  /

■
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C apítu lo  2 . M étodos cualitativos de  análisis de m odelos diferenciales

"m ín im a " y) =  C 2, en to n ces e n  la reg ión  circu lar aco tad a  por 
las cu rv a s  in d icad as ex iste  al m enos un  ciclo  lím ite d e l sistem a 

d iferen cia l analizado.

D e este  m od o, e n  e l e jem p lo  d e l sistem a (184) la  cu rv a  d e  contacto  
x 2+ y 2 =  x 4+ 2/4 e s  cerrad a  (fig. 99 ). L as cu rv as "m á x im a " y  "m ín im a" 
(tan g en tes a la cu rv a  d e  co n ta cto ) d el sistem a top ográfico  e leg id o  se  

p u ed en  ha llar d e  la  m anera sig u ien te : co m o  e n  coord enad as polares

la ecu ació n  d e la  cu rv a  d e  co n tacto  e s  r 2 =  — r—----------7—,  entonces
eos4 9  +  sen 4 9

s u s  ecu a cio n es p aram étricas son

eos 9  sen  9

X ~  V eo s4 9  +  sen 4 9 '  V ~  V eo s4 9  +  sen4 9'
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17. Divergencia de l campo vectorial y  c ic los lim ites

D ado q u e  los valores m áxim o y  m ínim o p ara  r 2 son  2  y  1, res­

pectivam ente, conclu im os que las cu rvas "m á x im a " y "m ín im a " del 
sistem a topográfico x 2 +  y 2 =  C  son  las circu nferencias x 2 +  y2 =  1 

y x 2 +  y 2 =  2 . C om o vim os antes, estas circu nferen cias form an el 

an illo  que contiene al ciclo  lím ite d e l sistem a (184).

17. Divergencia del campo vectorial 
y ciclos límites

A l constru ir un  sistem a topográfico de curvas, en  algu n os ca so s se 

pu ede utilizar e l segu nd o m iem bro d el sistem a (122). E l sistem a 

diferencial exam inado p u ed e se r  tal q u e  la  ecu ación

lT  + l f  =  X' m )d x  d y

d onde A e s  un  parám etro real, proporciona e l sistem a top ográfico  de 

curvas.

Por ejem p lo, para e l sistem a diferencial (184) la  ecu ación  (186) tom a la 

form a 3 (x 2+ y 2)  - 2  =  A. H aciendo A =  — do nde  A €  ( - 2 ,  + o o ), 

obtenem os e l sistem a topográfico d e  cu rvas x 2 +  y2 =  A u tilizado 

anteriorm ente.

D ebem os d estacar qu e si se  tien en  e n  cu enta las cu rvas "m á x im a " y 

"m ín im a ", es decir, si la cu rva d e contacto  o  alguna d e su s ram as 

reales co in cid e co n  un a d e las cu rvas del sistem a topográfico , en tonces 

d icha cu rva e s  la  trayectoria d el sistem a d iferencial.

2 2 3
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C a p ítu lo  2 . M éto d o s  cua lita tivos d e  análisis d e  m ode los d iferencia les

C o n s id e re m o s , p o r  e je m p lo , e l s istem a  d ife re n cia l (173)

^  =  - y  +  x { l - x 2 - y 2),

P a ra  e s te  sistem a

d X  d Y  . 2 2.
» í + i * = 2 - 4 < * + » > •

y  la e cu a c ió n  (186) tom a la fo rm a  2  -  4 ( x 2 4- y 2)  =  A. S i ah o ra , en
2  — A

lu g a r  d e l p a rá m e tro  A in tro d u cim o s e l p a rá m e tro  A =  —- — , d on d e 

A €  ( - o o ,  2 ) ,  e n to n c e s  la  ú ltim a  e cu a c ió n , x 2 +  y 2 =  A , d e term in a  el 

s is te m a  to p o g rá fico  d e  cu rv as. E n  e l ca so  d a d o , la  cu rv a  d e  co n tacto  

e s  ( x 2 +  y 2)  ( x 2 +  y 2 -  l )  =  O y, co m o  v em o s, su  ram a rea l x 2 +  y 2 =  1 

co in c id e  co n  u n a d e  las c u rv a s  d e l sistem a to p o g ráfico . Esta ram a, 

c o m o  s e  d e m o stró  e n  las p á g in a s 1 9 8 -1 9 9 , e s  e l c ic lo  lím ite  d el 

s istem a  (173).

A u n q u e  lo s  ú lt im o s  d o s  e je m p lo s  m u e stra n  c a so s  p a rticu la re s , la 

id e a  d e  la  co n stru cc ió n  d e l s istem a  to p o g rá fico  d e  c u n  a s  m ed ian te  

la  d iv e rg e n c ia  n o s  p u e d e  p ro p o rc io n a r resu lta d o s m á s  g en erales. 

S in  d e te n e m o s  e n  e s to s  resu lta d o s , m o strem o s c o m o  fu n cio n a  e n  un 
e je m p lo  co n cre to . Si e l  s is tem a  d i fe r en c ia l  (122) t ien e  un c ic lo  l ím ite  L ,  
en ton ces ex isten  u n a co n stan te  r e a l  A y  una fu n c ió n  p o s it iv a  B ( x ,  y) 
d er iv a b le  con  co n tin u id a d  en  e l  p la n o  d e  fa s e ,  ta le s  qu e

d ( B X )  d ( B Y )  _  

d x  +  d y

2 2 4
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17. Divergencia de l campo vectorial y  ciclos limites

es la  ecuación d e la  curva con una ram a real fin ita  qu e coin cide con  
e l  ciclo  L .

Introduzcam os el concepto de ciclo  lím ite d ivergente. Se llam a ciclo  
lim ite divergente al d c lo  lím ite del sistem a d iferencial (122) que 

coincide con la curva (186) o  que es una ram a real finita d e  ésta. 
De acu erdo con  esta definición, m ediante un cam bio apropiado de 

la velocidad d e recorrido d e los puntos im agen a  lo largo de las 
trayectorias del sistem a diferencial exam inado, siem pre se  puede 
lograr que un ciclo lím ite cualquiera del sistem a (122) sea un ciclo 

d ivergente del sistem a m odificado.

Exam inem os, p o r ejem plo, el sistem a diferencial

^  =  2 x  -  2x3 +  x 2y  -  3x y 2 +  y 3, 
dt

d y  3 , 2  2-  =  - *  + x y - x y ,

con ciclo  lím ite x 2 +  y 2 =  1.

La divergencia del cam po vectorial de este sistem a es 

d X  d Y  „  r  2 .

Se puede com probar qu e la ecu ación 2  — 5x2 -  3y 2 =  A no e s  una 

trayectoria del sistem a diferencial inicial para ningún A real. A  su  vez, 
si consideram os la función B (x , y )  =  3 x 2 -  4 x y  +  7 ^  +  3 , entonces

d (B X )  d (B Y )  . ? 7 w  ? 7
=  ( x 2 +  y2 -  1 )  ( - 2 3 x  +  16xy  -  25 y 2 -  2 0 )  -  14

2 2 5
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Capítulo 2. Métodos cualitativos de análisis de modelos diferenciales

y  la ecuación

d (B X )  d {B Y )  

d x  d y  14

proporciona la cu rva cuya ram a real finita x 2 +  y 2 -  1 =  0  es el 
ciclo lím ite. Evidentem ente, e l ciclo lím ite obtenido es u n  ciclo lím ite 

d ivergente d el sistem a diferencial

d x
—  =  (2 x  -  2 x 3 +  x 2y  -  3xy2 +  y3)  ( 3 x 2 -  i x y  +  7y2 +  3 ) ,

^  =  ( - x 3 +  x 2y  -  x y 2)  ( 3 x 2 -  i x y  +  7y2 +  3 ) .

En general, la función B  (positiva y  derivable con continuidad) no 

es la  ún ica  posible. Por ejem plo, en  e l últim o ejercicio se puede 

tom ar com o función B  (adem ás d e B (x , y )  =  3 x 2 -  4 x y  +  7y2 +  3 ) el 

polinom io

4 2 3 x 2 -  2 0 x y  +  43¡f2 +  7
B (x , y ) =    ;

entonces,

d { B X )  f l(B Y )  _  

d x  +  dy

=  7  (*2 +  y 2 -  l )  ( - 1 8 7 x 2 +  80xy  -  149y2 -  84 ) -  10.

La ecuación

d ( B X )  d (BY)  

d x  dy
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17. D ivergencia d e l cam po vectoria l y  c ic los lim ites

rep resen ta  la cu rv a  cu y a  ram a x 2 +  y 2 -  1 =  O e s  u n  c ic lo  lím ite 

d e l sistem a d iferen cia l (c ic lo  lím ite  d iv erg en te  d e l sistem a d iferen cia l 

m od ificad o).

P ara  co nclu ir, señ a lem o s q u e  d u ra n te  e l  e stu d io  d e  m o d elo s d ife ­

ren cia les co n cre to s, frecu en tem en te  su rg e  la  n e cesid a d  d e  ap lica r 

m éto d os que n o  h an  s id o  tra tad o s e n  e l p resen te  lib ro . T o d o  d ep en d e  

d e l n ivel d e co m p le jid ad  del m o d elo  d iferen cia l, d e  cu á n  d esarro llad o  

está  e l  ap ara to  m atem ático  resp ectiv o  y, p o r su p u e sto , d e  la  e ru d ic ió n  

y exp erien cia  d e l investigador.
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Apéndice

D eriv ad as  de las fu n cio n es  
e lem en ta les

F u n c i ó n D e r i v a d a

C  ( c o n s t a n t e ) 0

X 1

x " n i " ’ 1

1 1— ----
X X 2

i n
*• x n + l

V i 1

V i

V i 1
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Apéndice

F u n c i ó n D e r i v a d a

e* e *

ax az i n a

l n x
1

X

l o g . *
1  .  1 
“  to g *  e  =  —T—  
x  0 8  x  In  a

• s *
1 ,  0 ,4 3 4 3

s e n  x c o s x

C O S I — s e n  x

t g x
1 2 

------r—  =  s e c  Xe o s 2 X

c t g x -------- y —  =  -  CSC2 X
s e n 2 x

s e c  x
s e n  x

— —  =  t g  x  s e c  xe o s 2 X

CSC X
c o s x

----------=—  =  — c t g  X  CSC X
s e n 2 x

a r c s e n x
1

V l - x *

á rc e o s  x 1

n /1  — x 2
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I A pénd ice

F u n c ió n

arctg x

arcctg x

arcsec x

arccsc x

Derivada

1 + * 2

1 + x 2

x V x 2 -  1

-y /x2 -  1

s h z ch  x

ch x sh x

th x
c t í x

cth x

Arcsh x

Arcch x

Arcth x

Arccth x

sh2 x

y / T + x 2

y / x ^ l

1 — x 2

1  —  X 2

2 3 0
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Apénd ice

In teg ra les  b ásicas
F u n cio n es p o ten cia les

/ x n+l
=  _  ( „ * d

= 1 n W

F u n cio n es trig o n o m étricas

J  s e n  x  d x  =  -  c o s  x

J  c o s  x  d x  =  s e n  x

J  tg x  d x  =  — l n  | c os  x\

J  ctg  x  d x  =  ln  | sen x| 

f  d x
J =c o s - X

se n -  x

F u n cio n es racio n ales
d x  1 x

=  T  Ta 2 +  x 2/
/ d x  1 x  1 a  +  x

“ r r  =  -  A rcth  -  =  —  l n   (  x  <  a)

a 2 -  x 2 a  a  2 a  a - x
f  d x  1 x  1 x  — a
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F u n c io n e s  e x p o n e n cia le s

J  e*dx = ex

í  a z d x  =  p —
J  ln  a

F u n c io n e s  h ip e rb ó lica s

J  sh  x dx =  ch  x 
J  ch  x dx =  sh x 
J  th  x dx =  ln | c h  x

Í  Ct̂x dx =  ln | sh x

í  d xI — =—  =  th x  J  ch  x
í  d x  J  sh2 x

cth x

F u n c io n e s  irra c io n a le s
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EDITORIAL URSS

R o z en d ó m

D u b ro v in ,
F om en ko ,
N ó v ik o v

S a m a rs k i ,
V ab isch év ich ,
S a m á r s k a y a

S h a p u k o v

L ia s h k ó ,
B o ia r c h u k ,
G ai,
G o lo v a c h

K ra sn o v ,
K ise lio v ,
M a k á r e n k o ,
S h ik in ,
Z a lia p in

D E R E C IE N T E  ED IC IÓ N

P r o b le m a s  d e  g e o m e tr ía  d ife r e n c ia l
Este libro contiene una colección d e  problema* de alto nivel, relacionado» con lo* principales 
tem as que componen un curso completo d e  geometría diferencial. Al resolver les problemas 
planteado», el lector habrá efectuado un recorrido minucioso por la geometría diferencial y  de 
las curvas espaciales y  de la* superficies. En lo* problema* *e  tocan aspectos de la geometría 
diferencia) que tienen innumerable* aplicaciones en la física y  en la ingeniería. Este libro fue 
autorizado por el Ministerio d e  Educación Media y Superior de la URSS para su  uso en la* 
facultades d e  física y  d e  matemáticas.

G eo m e tr ía  m o d er n a  (p r im e r  y  s eg u n d o  tom o)
En este libro se  abarcan lo» siguiente* tema*: geometría del espacio euclideo, del espacio 
d e  Mlnkowski. y d e  su* respectivo* grupos de transformaciones; geometría clásica de cursas 
y  superficies; análisis tensorial y  geometría de Riemann; cálculo variacional y  teoría del 
cam po; fundamentos de teoría d e  la relatividad, geometría y topología de variedades, y. m is 
concretamente, elementos d e  la teoría de homotopías y de la teeeia d e  los espado* fibrado» y 
alguna* de su* aplicaciones, en particular, a la teoría de los campos d e gauge.

M é to d o s  n u m érico s . G u ia  d e  reso lu c ió n  d e  p r o b le m a s
La presente gula práctica d e  estudio pretende ser un complemento de los cursos de método* 
numéricos que se imparten en las instituciones d e  educadón superior con un programa de 
matemáticas de nivel elevado. Los problemas y  «Tercióos abarcan lo* tema* príndpales del 
análisis matemático: interpoladón, integración numérica, método» directos e iterativos del álgebra 
lineal, problemas espectrales, sistemas de ecuaciones no linéalo , problema* d e  minimización de 
fu nciono, ecuaciones integrales, problemas de contomo y d e  valore* ¡nidales para ecuadones 
diferenciales ordinarias y  en derivada* pardales En cada sección se  expone brevemente el 
material teórico necesario, ejercido» resueltos y una colecdón d e ejercidos propuestos.

G ru p o s  y  á lg e b r a s  d e  L i e  e n  e je r c ic io s  y  p r o b le m a s
Este libro ayudará al lector a familiarizarse con los grupos y álgebras de Lie. disdpllnas que 
presentan un gran interés tanto para matemáticos com o para físicos. El material del libro abarca 
todas las ramas fundamentales de lo» grupos y álgebras d e  L ie representadones lineales d e  lo» 
grupos y  álgebras d e  lúe, homomorftsmo» de lo» grupo» y álgebras de Lie. formas invariantes, 
espado» homogéneo*, órbitas, grupo» d e  L ie de transformaciones d e  variedades difcrendable». 
etc. La exposición teórica viene acompasada de una gran cantidad d e ejemplos resueltos.

"A n t i D e m id ó v i c h M a t e m á t i c a  su p er io r . P r o b le m a s  r esu e lto s . T. 1 -1 0 .
Esta serie consta do diez volúmenes y contiene más de 2803 problemas resuelto» d e  las más 
variadas ramas de las matemática» superiores. Lo* cuatro primeros tomo», con lo* que se abre 
esta obra, están dedicados al estudio práctico d e  las fundones, las sucesiones, las series, el cálculo 
difcrendal e integral de la» fundones d e  una y  varia» variables; en ello* se  presentan solucione* 
completamente detallada* de problemas expuestos en e l famoso libro d e  B. P. Demidóvkh.

C M S / : C u rso  d e  m a tem á t ic a s  s u p e r io r e s  (nueva edición, modificada y  ampliada).
La primera edidón d e este libro vio la luz en editorial MIR en do» tomos y  simultáneamente en 
tres idioma» (español. inglés y francés) a comienzo* d e  lo» aAo» 90. Desde ese momento, este 
libro ha conquistado un lugar destacado entre los libro* de texto d e  matemáticas superiores en 
los países de habla hispana. Paradójicamente, el original en ruso no fue editado por una sendlla 
razón: en didembre del 1991 la Unión Soviética fue liquidada en contra del deseo popular 
expresado en referéndum en la primavera d e  ese mismo aAo. La edidón rusa (reelaborada y 
muy notablemente ampliada) fue publicada por editorial URSS en el aAo 2000. En d  aAo 1999 
este libro fue premiado en el concurso "Nuevos libro» de texto" organizado por d  Ministerio 
d e Educadón d e Rusia con la consiguiente recomendadón oficial para ser usado como tal en 
todo* los centros d e  educadón superior.
En comparadón con la anterior edidón espaAola. la obra no sólo ha sido redaborada sino 
qu e ha sido completada con ramas tan importantes como: teoría de probabilidades, estadística 
matemática, teoría de juego», control óptimo, matemática» discreta», métodos numéricos, etc.
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L ogu n ov

G a n tm á jer

B atigu in ,
Toptiguin

T eoría  d e  g ru p o s  y  su  a p l ic a c ió n  a  l a  m ec á n ic a  cu á n tica
En <-»lr libro se exponen lo» fundamento» d e  la teoría de lo» grupo» finito» r  Infinito»; el 
uto de la teoría d e  la» representaciones de grupo» te  ilustra tomando como ejemplo diversa» 
aplicaciones y cuestione» referentes a la mecánica cuántica: teoria de loa átomo», química 
cuántica, teoria dd estado «Mido y mecánica cuántica relativista

F orm ación  e s te la r
Comenzando can una breve excursión histórica a través del desarrollo d e  la» idea» sobrr d  
origen de las estrella», el libro presenta un punto de vista moderno de la estructura y  la dinámica 
del medio Interestelar donde se forman la» estrella». Se describen k »  proceso» fundamentales 
que llevan a l nacimiento de estrella», sistema* y  asociaciones estelare», asi como agregados 
estelare» de distinto» tipo».

E l u n iv erso  y  la  b ú sq u ed a  d e  la  te o r ía  u n ific a d a  d e l c a m p o

Este libro está dedicado a  las más palpitantes cuestiones situadas a caballo entre la astrofísica 
y la fiska de la» partícula» elem ental» Se  discuten hipótesi* y  posible» variante» d e  obtención 
de información sobro las partículas deméntale» a partir de dato» astrofísica».

L a  n a tu ra lez a  f í s i c a  d e  la s  estre lla s
Lo» pulsare», la» bu rilen, la fuente asombrosa SS433. la» corona» galácticas, lo» cuisare*. la 
radiación d e  fondo, los agujeros negros Ésto» son los tema* fundaméntalo que abarca d  
presente libro. Se describen lo» proceso* físicos que determinan lo» fenómeno» astronómico» 
observados, se  analizan las nueva* hipótesi» y modela», y  *e  profundiza en los misterio» d e  la 
astrofísica que «iguen Inquietando la imaginación dd hombre.

E strellas  d e  n eu tron es
El libro es una introducción completa a la física de la evolución de la* estrella» de neutrones, 
una de las rama* de la astrofísica que en la actualidad se  desarrolla con más ímpetu. Se  hace 
un recuento histórico d e  los descubrimiento» y se  explican todo» lo» fenómeno» observado El 
análisis se expone d e  una manera amena, utilizando los conocimiento» básico» de matemática»
y física.

E l m u n d o  d e  la s  e s tr e lla s  d o b le s
En el libro se describen los nuevo» descubrimiento», ideas e  hipóte*» relacionados con el estudio 
de la» estrellas doble». La secuencia d e  la exposición corresponde a  lo* estadio» sucesivo» de 
evolución de las estrella» dobles. Pero en la descripción d e  cada etapa siempre se  analiza un 
sistema doble concreto y  »e cuenta la historia de »u descubrimiento e investigación, revelándose 
en cada ejemplo la esencia de lo» método* astrofísico* d e  investigación de los sistemas doble».

C u rso  d e  teo r ía  d e  la  r e la t iv id a d  y  d e  l a  g rav ita c ión
En este libro, siguiendo la* idea» de Minkowski, *e  ha demostrado que la esencia y  el contmido 
principal de la teoria de la relatividad radican en la unidad conceptual del espado-tiemfKi, la 
geometría del cual e» seudoeuclídea. Dentro d e  lo» limites de la leona de la relatividad y del 
principio de geometrtzadón se ha construido unívocamente la teoria relativista de la gravitación, 
la cual explica todo» lo» experimento» gravita torio» llevados a cabo hasta la actualidad y 
proporciona idea» básicamente nuevas sobre el desarrollo del universo y el colapso gravitatorio.

M e c á n ic a  a n a l ít ic a
□  material de este libro presenta la siguiente estructura: exposición d e  lo* principio» mi» 
generales de la mecánica, deducción a  partir de ello* d e  la» ecuaciones diferencíale, de 
movimiento e investigación de ésta» y  de su» método» d e  integración. El rigor de lis 
deducciones de lo* principales momento* de la mecánica analítica y d  laconismo d d  texto se 
conjugan magistralmente con la extrema claridad de la exposición.

P ro b lem a s  d e  e le c tro d in á m ica  y  teo r ía  e s p e c ia l  d e  l a  r e la t iv id a d
Este libro, una de la» más completas colecciono de problemas de electrodinámica y  de la teoria 
especial d e  la relatividad, está pensado tanto para lo* estudiantes universitarios como para lo* 
de centros técnico» superiores. Todos los problemas están detalladamente resueltos En cada 
sección se anteponen breve» introducciones teórica» y se exponen los métodos de resolución de 
lo» problema» que se  enuncian a  continuación. Se presta especial atención a l aparato matemático. 
Esta obra, ya clásica, publicada reiteradas vece» en ruso (original) y  en inglés, aparece por 
primera vez en espaAol.
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G uia d e  l a  teor ía  cu ántica d e  cam pos
El elemento «Uve de b  (tuca contvtnperiné* es el cwurepHo de campo cuántico. Hoy en 
d b  ie  considera que éste constituye U forma universal de U materia que aubyace a toda» 
sus manifestaciones tísica». Este libro puede ser recomendado como una primera lectura para 
aquello» estudiantes y tísicos de otra» especialidades que quieran comprender la» ideas y 
métodos más importantes de la teoría cuántica del campo, una de las rama» má* matematizada* 
y  abstracta» de la física teórica.

Introducción  a  l a  teoría cu ántica d e  lo s cam pos d e  gauge
En este libro de los prominentes físicos soviéticas se expone, por una parte, el método general 
de b  cuantificaóón de las teorías invariantes de gauge en términos de b  integral fundonal. 
y, por otra, su renormalizadón. Se analizan también b  formulación de las teorías de gauge 
reticulares y los método» explícitamente covariantes de cuantificaóón (cuantifkactón BRS)

P rob lem as resueltos d e  f í s i c a  g en era l p a ra  los m ás inquietos
Este libro constituye una completa colección de problema» detalladamente resuelto» que fueron 
propuesto» a los alumnos más avanzado» de lo» primero» curso» de b  facultad de física de 
b  Universidad E*tatal Lomooósov de Moscú en seminario» especiales Los problema» abarcan 
las siguiente» disciplinas: mecánica, física estadística, termodinámica, electricidad, magnetismo 
y óptica. Además de problemas completamente originales se han incluido también lo» prtWema» 
más característico» y difíciles que se proponen generalmente en el curso de física general

A utoorgan ización  y  caos
En este libro se describe de forma amena una de las nueva» ramas de b  termodinámica 
fmomenológica: b  termodinámica de los procesa» inevendbles. Tras una breve introducción 
a b  dinámica de lo» procesos de equilibrio, el autor rxpcrw detalladamente los postulado» 
fundamentales de b  termodinámica del desequilibrio. Se presta una atención especial a lo» 
efecto» de b  termodinámica no lineal, a b  autoorganización en los sistema» de desequilibrio, 
todo lo cual se ilustra con ejemplo» de b  hidrodinámica, b  finca de los láseres v b  cinética 
química.

ó p tica
Este libro ha sido preparado por el profesor A. V. Shepeliov partiendo de su extrnu experiencia 
pedagógica en los centro» de mseftanza superior El libro abarca Indo el programa de 'óptica' 
del curso de fiska general para estudiantes de «wAanza superior. Leu tema» están dividido» 
por secciones y terminan con un resumen. Esto balita  el trabafo regular con el libro y ayuda a 
b  preparación rápida para lo» exámenes.

E lectricidad  y  m agnetism o
Este libro abarca casi todo el programa de 'Electricidad y magnetismo' del curso de fiska 
general para estudiantes de «ueóanza superior, lo cual »e ha logrado gradas a b  exposición 
concisa, pero exacta, del material. Lo* conodmientos matemático! necesarias para b  comprensión 
del libro son Ic» del nivel escolar Incluyendo los elementa» del cálculo diferencial e integral 
Los tema» están dividido» por seccioné» y  terminan con un resumen Esto facihta el trabajo 
regular con el libro y ayuda a b  preparación rápida para k a  exámenes.

Preguntas y  prob lem as d e  fís ica
Lo» autores de este libro han sabido, en b  forma má» expresiva dd diálogo, analizar 
profundamente casi todas la» pregunta» del programa y en espedal aquellas que son de difícil 
comprensión. En el libro re hace un análisis detallado de k>» errores más característicos que 
cometen lo» estudiante». El texto ha sido escrito de manera stngubr, rencilla y amena, bs 
preguntas difíciles se discuten desde diferente» punto» de vísta, los dibujos bien detallado* (que 
en d  libro son numeroso») ayudan a comprender má» profundamente b  idea de les autores

Teoría d e  circuitos
En d  presente libro se expone slstrmáticamente d  material del curso •Fundamento» d r b  teoría 
de circuito*.. Se estudian los método» de análisis de los regímenes armónico» estacionarios de 
lo* circuitos lineales, b  teoría de los cuadripok» las características de las filtros, las fundamento» 
de b  teoría de circuito» no linéale». Se lleva a cabo un estudio detallado de lo» método* para 
hallar b» reaccione» de los sistemas lineales a lo* Impulsos. En d  libro también re presenta b  
teoría de los circuito* con parámetros distribuidos, y se discuten los métodos de síntesis de los 
d ip o l»  lineales. El último capítulo está dcdkado a b  aplicación de los ordenadores al cálculo 
de circuito* complejas
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K i r í l o v

y  otros

F eodósiev

R eso lu c ión  d e  p r o b le m a s  d e  f í s i c a
El libro es t i  rtcnto en  correspondencia ccn  el programa del corso de fisicn general. En el 
libro se incluyen problemas resueltas de fundamentos físicos d e  la mecánica, termodinámica y 
física molecular, electricidad y  magnetismo, oscilaciones y ondas, ópdca, teoría especial de la 
relatividad y  física cuántica.

P rob lem as  d e  r es is ten c ia  d e  m a ter ia les
Esta monografía contiene una colección de problemas seleccionadas d e  alto nivel detalladamente 
resueltos, los cuales proporcionarán al lector, sin duda alguna, la posibilidad de ampliar su 
conocimiento sobre la ciencia de la resistencia de materiales y mejorar su comprensión en lo 
que respecta a la relación existente entre dicha disciplina y  varias otras.

•  S a z h i n

•  S u r d ín

• Tiemov y otros
• Bólojov
• Vizguin
• Ivanenko
• Galtsov, Grats, 

Zhukovski
• Galitski y otros
• K v á s n ik o v

• Baskákov
• Denísov
• Lipunov

• Shvilkin y otros
• Z v i a g u i n  y  o t r o s

•  B o g o l iú b o v , 
S h i r k o v

• Jlópov
• Chemin
• Chemín
• K u l ik o v s k i

• Kononóvichy 
Moroz

• Vilf

• Kondrátiev, 
Románov

• Dmítriev
• Rozental
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I n t r o d u c c i ó n  a  la  c o s m o l o g ía  m o d e r n a  

P r o b l e m a s  r e s u e l t o s  d e  a s t r o n o m í a  

C a m p o s  d e  g a u g e

G r u p o s  d e  s im e tr ía  y  p a r t í c u l a s  e l e m e n t a le s

T e o r í a s  d e  c a m p o  u n i f i c a d o  e n  e l  p r i m e r  t e r c i o  d e l  s i g l o  X X

G r a v i t a c i ó n

C a m p o s  c l á s i c o s :  t e o r ía  g e n e r a l ,  c a m p o s  e le c t r o m a g n é t i c o s ,  
c a m p o s  d e  Y a n g — M i l l s  y  c a m p o s  g r a v i t a t o r i o s  

P r o b le m a s  r e s u e l t o s  d e  m e c á n i c a  c u á n t i c a

T e r m o d in á m ic a  y  m e c á n i c a  e s t a d í s t i c a .  P r o c e s o s  r e v e r s i b l e s  
e  i r r e v e r s ib le s .  T e o r ía  y  p r o b l e m a s  r e s u e l t o s  ( 2  t o m o s )  

S e ñ a l e s  y  c i r c u i to s

E l e c t r o d i n á m i c a  d e  l o s  m e d i o s  c o n t in u o s  

P r o b l e m a s  r e s u e l t o s  d e  a s t r o f í s i c a  

P r o b l e m a s  r e s u e l t o s  d e  e l e c t r ó n i c a  f ís ic a  

P r o b l e m a s  r e s u e l t o s  d e  t e o r ía  d e  s e m i c o n d u c t o r e s  

C a m p o s  c u á n t i c o s

C o s m o m ic r o f í s i c a  

F í s i c a  d e l  t ie m p o  

R o t a c i ó n  d e  l a s  g a la x ia s  

M a n u a l  d e l  a s t r ó n o m o  

C u r s o  d e  a s t r o n o m í a  g e n e r a l

S o b r e  e l  e s p í n ,  la  f ó r m u l a  d e  E in s t e in  y  la  e c u a c i ó n  r e l a t iv is t a  
d e  D i r a c

P r o b l e m a s  r e s u e l t o s  d e  m e c á n i c a  e s t a d ís t i c a

E l  b a ú l  d e l  a b u e l o  

G e o m e t r í a .  D in á m ic a .  U n iv e r s o
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• Shelepin Lejos del equilibrio

• Shelepin Coherencia

• Guriévich, El origen de las galaxias y las estrellas
Chemín

• Matviéev y otros

£«•■S101 1

• Kuzmín, Síntesis nuclear fría
Shvilkin

• Matviéev y otros Problemas resueltos de mecánica

• Frenkel De la desintegración q  a la Gran Explosión

• Jeller En los orígenes de la cosmología: Fridman y Lemetre

• Jlópov Cosmomicrofísica

D E P R Ó X IM A  E D IC IÓ N : M A TEM Á TIC A

• Krasnov y otros Ecuaciones integrales
• Krasnov y otros Problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

• Krasnov y otros Funciones de varible compleja. Cálculo operacional. Teoría 
de la estabilidad

• Krasnov y otros Análisis vectorial

• Krasnov y otros Cálculo variacional

• Ríbnikov Historia de las matemáticas (nueva edición completamente 
modificada)

• Dubrovin, Geometría moderna. Métodos y aplicaciones. Tomo 3: Méto­
Fomenko, do de la teoría de las homologías
Nóvikov

• Samarski, Métodos numéricos para la resolución de problemas de
Vabischévich convección-difusión

• Kubyshin Geometría diferencial, álgebras de Lie y sus aplicaciones

Sus opiniones, sugerencias y  proposiciones 
pueden ser enviadas a:

Rusia, 117312 Moscú
Instituto de Análisis de Sistemas
de la Academia de Ciencias de Rusia
Prospiekt 60-letia Octiabriá, 9; k. 203
E d i t o r ia l  U R S S
e-mail: URSS@URSS.ru
http://URSS.ru

o bien a  nuestro distribuidor exclusivo 

en España:

España, 41010-Sevilla 
C/ Salado, 18

L i b r e r ía  H a y k a
e-mail: hayka@supercable.es 
fax: 34-954-08-47-04 
tlf.: 34-625-37-87-73

www.FreeLibros.me
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